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Abstrakt

Tento text je shrnutim nasich dosavadnich poznatkd o uplatiiovani myslenek badatelsky
orientovaného vyucovani matematice. Po nezbytném vymezeni nékterych pojmi v ném
predstavujeme, jak je chapano badatelsky orientované vyucovani matematice. Vyuzivame
podnéty prichazejici z didaktiky pfirodovédnych pfedmétid a navazujeme na souvisejici
podnéty a poznatky z didaktiky matematiky. Ukazujeme, (a) jak existujici didaktické
teorie a podoby skolni praxe v matematickém vzdélavani koresponduji s badatelsky orien-
tovanym vyucovanim; (b) co mize byt zdrojem matematického badani ve skole; (c) ¢im
jsou charakteristické matematické tlohy, které mohou vést k badatelskym aktivitam zakd.
V zavéru uvadime naméty nékolika tloh podnécujicich badatelsky orientované vyucovani
matematice.

Klic¢ova slova: badatelsky orientované vyucovani matematice, badani, védecké badani,
badatelské tloha, badatelské aktivity zaki.

Inquiry-based Mathematics Teaching

Abstract

The study summarizes current knowledge of the implementation of inquiry-based mathe-
matics teaching. After the necessary explanation of several concepts we introduce our
understanding of inquiry-based teaching in mathematics. Our thoughts are inspired by
stimuli from science education, and based on related stimuli and findings in mathema-
tics education. We show (a) how existing educational theories and forms of school practice
correspond to the inquiry-based mathematics teaching; (b) what can be a source of mathe-
matical inquiry in school; (c) what are the characteristic mathematical tasks that may lead
to inquiry activities of pupils. At the end, we propose several tasks suitable for stimulating
inquiry-based mathematics teaching.

Key words: inquiry-based mathematics teaching, inquiry, scientific inquiry, inquiry-sti-
mulating task, inquiry activities of pupils.
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Inquiry-based mathematics education refers to a student-centered para-
digm of teaching mathematics and science, in which students are invited
to work in ways similar to how mathematicians and scientists work.

Encyclopedia of Mathematics Education (Dorier & Maaf}, 2014: s. 300)

Badatelsky orientované vyucovani (BOV) je v posledni dobé ¢asto diskutova-
nou moznosti, jak obohatit vzdélavani v prirodovédnych predmétech a matematice.
Predpokladé se, ze zvysi zajem zakt o prirodovédné predméty a zkvalitni jejich
uceni. Myslenky, na kterych je BOV vystavéno, 1ze vysledovat v odborné literatufe.
V procesu jejich soucasného uplatnovani jsou vsak casto zjednodusSovany, aby byly
snadno sdélitelné, a jejich navaznost na dosavadni vysledky tak nebyva citelna.

Tento text je minén jako souhrn nasich dosavadnich zjisténi o pivodu a zdrojich
myslenek badatelsky orientovaného vyucovani matematice (BOVM) u nés i ve svéteé,
ktery smeétruje k odpovédim na néasledujici otazky:

Jak je chapano BOVM a jaké podnéty pro matematiku prineslo uplatnovani
BOV v prirodovédnych predmeétech?

Jak existujici didaktické teorie a podoby skolni praxe v matematickém vzdéla-
vani koresponduji s BOVM?

Jak lze vytvorit vhodné prostiedi pro BOVM, neboli ¢im jsou charakteristické
matematické tlohy, které mohou vést k badatelskym aktivitam zaka?

V zéavérecné Casti textu uvadime nameéty 20 matematickych tloh podnécujicich
badani.
Vychodiskem nasich uvah se stala prehledova studie (Artigue & Blomhgj, 2013).

1 GVODNi POZNAMKY K TERMINOLOGII

Vztah ceského vzdélavaciho prostiedi a BOVM je negativné zatizen nékterymi ne-
jasnostmi v terminologii. Tyto nejasnosti jsou ponejvice zptisobeny souhrou nasle-
dujicich faktort: (i) vétSina volné dostupnych (zpravidla internetovych) materidl
o BOV je v angli¢ting; (ii) ¢eské terminologie souvisejici s BOV nenti zcela v souladu
s anglickou; (iii) terminologie souvisejici s BOVM neodpovida zcela terminologii
BOV v ostatnich predmétech. Navic prostfednictvim BOVM nepfimo vstupuje do
vyucovaciho procesu matematika na odborné (védecké) trovni, a tak dalsim neopo-
minutelnym faktorem jsou pripadné nesrovnalosti v terminologii odborné matema-
tické a didaktické. Povazujeme tedy za velmi diilezité hned v ivodu naseho prispévku
vymezit pouzivané pojmy tak, aby se ¢tenar spravné orientoval nejen v ceském, ale
pripadné i v anglickém prostfedi BOV, a mohl mezi témito prostiedimi plynule pie-
chézet.

Termin badatelsky orientované vyucovdni je prekladem terminu inquiry-based
teaching. Klicovou aktivitou badatelsky orientovaného vyucovani je inquiry, coz je
v tomto kontextu prekladano jako bdddni.

V anglickych textech o BOV se velice ¢asto vyskytuje slovo science, a to jako
substantivum nebo adjektivum. Substantivum science mé v angli¢tiné 3 rtizné vy-
znamy, vSechny souvisejici s BOV: (i) véda jako disciplina; (ii) véda jako odborna
znalost; (iii) ve Skolnim prostfedi je science oznacenim pro skupinu pfedméti zahr-
nujici biologii, fyziku a chemii, a to na vSech stupnich skol, véetné propedeutik. Za
nejvhodnéjsi preklad vyznamu (iii) povazujeme termin prirodovédné predméty (srov.
Mares & Gavora, 1999: s. 152).
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Se substantivem science souviseji dvé adjektiva: adjektivum scientific patii k vy-
znamim (i), (i) a preklada se jako védecky, adjektivum science patii k vyznamu (iii)
a preklada se jako prirodovédny. Termin scientific inquiry tak odkazuje na badani
z pohledu védy, prelozit ho miizeme jako wvédecké bdadani. Termin science inquiry
odkazuje na badani v ramci prirodovédnych predméti, prekladame ho jako prirodo-
vedné badani. Slovo science se v textech miize objevovat vicekrat za sebou v riiznych
vyznamech, jako naptiklad v hesle nature of science in science education, které se
prelozi jako povaha védy v prirodovédneém vzdéldvani.

Dalsi terminologické nesrovnalosti souviseji s anglickymi terminy problem a pro-
blem solving. V anglicky psané literatute se zpravidla uziva termin problem, nékdy
task, ale v ucebnicich se lze setkat i s (routine) exercise. U nas se zpravidla uziva
termin wloha (v posledni dobé problém) a velmi casto (zvlasté ve Skolské praxi)
priklad.

Na tomto misté pfipomenme myslenku J. VysSina, ktery k oznacenim problém,
tloha, cviceni a priklad podal tento vyklad:

Slovo ,cviceni“ ma v nasi didaktice jasny vyznam: je to tloha, ktera
slouzi obvykle k procvicovani probranych stereotypi, algoritmi, pocet-
nich i grafickych postupi, vzorcti apod. Mezi nazvy ,uloha“ a ,,problém*
se zpravidla nedéla valny rozdil. Ulohou budeme rozumét zadani situace
dosud typové nefesené, kde vystacime v podstaté s poznatky a aparatem
znamym. U problému budeme vzdy predpokladat vétsi podil fesitelovy
tvofivosti a vynalézavosti. Je zfejmé, Ze presnou hranici nelze vést, ze
vsak také tloha, kterd je pro fesitele s nizs§i matematickou trovni pro-
blémem, je pro skolenéjsiho TeSitele prosté cvicenim.

Jesté nekolik slov o nazvu ,piiklad. Budeme jim rozumét zpravidla
yvzorovy priklad“, tj. text tlohy doplnény jednim nebo vice feSenimi.
(Vysin, 1962: s. 7)

Ulohy a problémy poskytuji ptidu pro badatelsky orientované vyucovani. Podle
Kufiny (2011) matematickou tlohou rozumime jakoukoli vyzvu k matematické ¢in-
nosti zamétfené na dosazeni urcitého cile; mluvime o feseni tlohy.

Jesté je tu otazka, jak rozumét slovu ukol. To se vyskytuje ¢asto ve smyslu pokynu
k vytvoreni, vypracovani néceho, naptiklad v souvislosti s pokynem , vytvorit tlohu“
jsme mluvili o zadani tkolu.

Rizné teoretické ramce vymezuji rozdilné také pojem oteviena tloha, v tomto
prispévku jej budeme uzivat ve smyslu tzv. otevieného pfistupu k vyuce matematiky
(open approach; Nohda, 2000; Pehkonen, 1995). V tomto pojeti se otevienou tlohou
rozumi kazdé tuloha, jejiz vychozi nebo cilova situace je oteviend, tj. neni presné
uréend (piesné vysvétlend).! Tyto tlohy jsou podle Nohdy (2000) trojiho typu: tilohy
s otevienym postupem FeSeni (existuje vice spravnych zptisobt, jak ulohu vyfesit),
ulohy s otevienym koncem (existuje vice spravnych odpovédi) a tlohy, u kterych
existuje vice moznosti, jak tlohu dale rozvijet. Jednotlivé typy otevienych tloh se
prolinaji, jedna a tataz tloha mutze nalezet k vice typim zaroven.

Posledni terminologicka poznamka se tyka vymezeni pojmt model a matematicky
model. Termin model mé Siroky vyznam, obecné se jedna o ,,systém prvki, operaci,

ITento pFistup se odlifuje od chapani pojmu oteviend tdloha ve smyslu ,problém s tvorbou
odpovédi“ (Zhouf, 2010: s. 28) jako protikladu k pojmu uzavrend dloha.
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vztahtl a pravidel, které je mozné pouzit k popisu, vysvétleni nebo predvidani néja-
kého jiného znédmého systému“ (Doerr & English, 2003: s. 112; srov. Kufina, 1978:
s. 642-643?). Modelovanim se rozumi proces tvorby a uziti modelu.

V matematickém vzdélavani ma modelovani mnoho podob, napi. Kaiserova a Sri-
raman (2006) rozlisuji aktualné 7 riznych pristupt k modelovani — realisticky, kon-
textudlni, didakticky, konceptudlni, socidlné-kriticky, epistemologicky a kognitivni.3
V Ceském vzdélavacim prostiedi se nejcastéji setkdme s pojmem model v kontextu
poznévaciho procesu (napf. Hejny & Kufina, 2009: s. 128). Ve vySe uvedené klasifi-
kaci se jedna o kombinaci didaktického a konceptualniho pristupu:

V poznéavacim procesu ¢lovék obvykle porozumi nékolika konkrétnim pri-
kladtim, v§ima si, co maji spolec¢ného, a dochéazi tak k obecnéjsim a abs-
traktnéjsim poznatktim. Jadrem poznavaciho procesu jsou dva mentalni
zdvihy: prvni vede od izolovanych modelt k univerzalnim a druhy od uni-
verzalnich modeli k abstraktni znalosti. Model chapeme jako metodolo-
gicky prostiedek k tomu, abychom se ,,vyznali v situaci“. Soustifedime-li
své usili pri studiu problému na urcitou jeho stranku, organizujeme své
zkusSenosti prirozené tak, abychom ji co nejlépe poznali, vytvarime oddeé-
lené pohledy na problém, které vedou k izolovanym modeltim studova-
nych jevli. Univerzalni model mé obecnéjsi charakter nez libovolny izo-
lovany model. Izolovany model mé charakter ukazky, univerzalni model
predstavuje obecny navod, algoritmus, vzorec, graf. Univerzalni model je
takovy popis situace ve vhodném jazyku, ktery umoznuje predpovidani.
(Hejny & Kuiina, 2009: s. 128, 131-132)

Termin matematicky model se ve vyucovani matematice v ¢eském prostiedi vzta-
huje zpravidla k aplikacnimu kontextu; je prostfedkem pro odhalovani matematic-
kych struktur v jevech, které obecné nejsou matematické, vychéazeji napt. z fyziky,
techniky, biologie, sociologie, ekonomie apod. (podrobnéji v 4.4).

Zakladni koncept modelu a matematického modelu je tedy stejny, oba jsou pro-
sttedkem pro odhalovani matematickych struktur. Lisi se vSak polem ptisobnosti:
zatimco ve vyucovani jsou modely pouzivany za tcelem ujasnéni, uchopeni matema-
tické struktury /matematického pojmu (pfedstava o pojmu se utvaii na zékladé jeho
ruznych reprezentaci), matematicky model zprostfedkovava odhaleni matematickych
struktur v realité mimo matematické prostredi.

2 Védecké poznéani lze charakterizovat jako proces, jehoZ prostfednictvim ziskavé &lovék znalosti
o objektivni realité. Jestlize se podaii popsat ¢ast skutecnosti v jistém jazyku natolik vystizné, ze
Ize jen z tohoto popisu zjistovat nékteré poznatky, které nebyly bezprostiedné patrné p¥i zkou-
mani reality, ma takovyto popis vyznam pro rust naseho poznani a budeme ho nazyvat modelem
uvazované Casti skutecnosti. Model je tedy takovy popis objektivni reality v jistém jazyku, ktery
umoznuje predpovidani.“

3Hlavni cile jednotlivych piistupi: realisticky piistup — &isté praktické cile; kontextualni — cile
obsahové a psychologické; didakticky — cile pedagogické a obsahové, zaméfen na strukturu procest
uceni; konceptualni — cile pedagogické a obsahové, zaméren na predstavovani koncepti a jejich roz-
voj; socialné-kriticky — cile pedagogické, napf. kritické chapani okolniho svéta; epistemologicky —
cile teoretické, zaméfen na teoretické ramce a jejich rozvoj; kognitivni — cile vyzkumné a psycholo-
gické, napf. analyza kognitivnich procesti probihajicich béhem modelovani (metapfistup). (Kaiser
& Sriraman, 2006: s. 304)
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2 IMPLEMENTACE BOV VE VZDELAVANTi

Ve vétsi mife se s terminem BOV v CR setkdvame az v poslednich péti letech; jesté
v roce 2010 konstatoval Papacek, ze:

I kdyz napf. Janouskova, Novak a Marsak (2008) se timto vzdélavacim
smérem ve svém Clanku zabyvaji, didaktika prirodopisu, resp. biologie
a geologie v Cechach terminy ,inquiry“ nebo ,badatelsky orientované
vyucovani“ zatim plo$néji neuziva. (Papacek, 2010: s. 41)

Do ceského vzdélavaciho prostfedi pronikl termin BOV hlavné prostfednictvim
mezinarodnich projekt zamétenych na badatelsky orientované vzdélavani financo-
vanych ze Sedmého ramcového evropského vyzkumného programu. Zaméfeni pro-
jektt reflektovalo celosvétovy trend; nejprve se objevily BOV projekty pro ptiro-
dovédné predméty (P) a teprve poté projekty kombinujici pfirodovédné predméty
a matematiku (P + M):

S-TEAM (2009-2011), s-teamproject.eu, P, ¢esky partner: PF JU;
ESTABLISH (2010-2014), www.establish-fp7.eu, P, ¢esky partner: MFF UK;
PROFILES (2011-2014), www.profiles-project.eu, P, ¢esky partner: PedF MU;
PRI-SCI-NET (2011-2014), www.prisci.net, P, ¢esky partner: PF UJEP;

FIBONACCI (20102013, v CR od zaii 2011), www.fibonacci-project.eu,
P 4+ M, cesky partner: PF JU;

ASSIST-ME (2013-2016), assistme.ku.dk, P+ M, ¢esky partner: PF JU;
MaSciLs (2013-2016), www.mascil-project.eu, P+ M, ¢esky partner: PYF UHK.

Tyto projekty hlavné reagovaly na publikaci National Science Education Stan-
dards (NRC, 1996), ktera pfimo vyzyvala k takové vychové zékt a studentt, aby
védeéli, co je to védecké badani, a aby sami védecké badani provadéli. Tato publikace
rozlisuje védeckée badani a badant:

Védecké badani se vztahuje k riznym zptisobtim, kterymi védci studuji
svet a nabizeji vysvétleni zalozena na ditkazech ziskanych pfi jejich praci.

Baddni zahrnuje ¢innosti zakt, pti kterych rozvijeji své znalosti a poro-
zuméni védeckym myslenkam:

e pozorovani;
e kladeni otézek;

e vyhledavani informaci v knihach a dalsich zdrojich (aby zjistili, co
je jiz znamo);

planovani vyzkumu, navrhovani postupt zkoumani;

prezkoumavani toho, co je jiz znamo, na zakladé experimentalnich
vysledki;

e vyuzivani nastroji pro sbér, analyzu a interpretaci dat;

formulovani odpovédi, vysvétleni a predpovédi;

sdélovani zavéru.
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Badani vyzaduje identifikaci pfedpokladi, vyuziti kritického a logického
mysleni, zvaZovani alternativnich vysvétleni. (NRC, 1996: s. 23*, vlastni
preklad)

Za zaklad badatelsky orientovaného vyucovani je povazovano pochopeni povahy
védy. Podle Ledermana et al. (2002) a Schwartzové, Ledermana a Crawfordové (2004)
patii k pochopeni povahy védy uvédomeni si skutecnosti, ze védecké poznatky jsou:

e provizorni (kdykoliv je mohou zménit nové pozorovani nebo nové interpretace
predchozich pozorovéni);

e empirické (zalozené na zkuSenostech a pozorovanich, pficemz tato pozorovani
jsou Casto zprostfedkovana pfistroji a jejich funkénosti také limitovana);

e kreativni (jsou vytvofeny kombinaci lidské predstavivosti a logického uvazo-
vani);

e subjektivni (formovéani védeckych poznatkl je ovliviiovano a fizeno aktualné
akceptovanymi védeckymi teoriemi a zakony — na nich zalezi vybér otazek,
smér vyzkumu a zpusob interpretace dat; je také ovliviiovano osobou védce,
jeho pracovnimi navyky, predchozimi zkuSenostmi);

e sociokulturni (zpusob provedeni vyzkumu, interpretace, prijeti a vyuziti jeho
vysledkt zavisi na spole¢nosti a kultufe, ve kterych je vyzkum provadén);

a ze ve védé neexistuje zadny univerzalni postup — védecka metoda, ktera by spo-
lehlivé vedla k ziskani novych védeckych poznatk.

Schwartzova, Lederman a Crawfordova dale uvadéji, ze védecké poznatky mohou
byt ve formé:

e zakont (popisu vztahii mezi pfirodnimi jevy);
e teorii (vysvétleni pfirodnich jevii, vztahit mezi nimi a jejich mechanizmi);

e hypotéz (pokud je potvrdi dalsi vyzkum, mohou z nich vzniknout zdkony nebo
teorie);

a ze je nutné tyto formy dtisledné rozlisovat.

Badani jako imitace védeckého badéni mize mit bud prakticky, nebo teoreticky
zéklad, nebot nékteré védecké vyzkumy jsou uréeny praktickym problémem, ktery je
tfeba vyTesit, zatimco jiné jsou urceny intuici nebo zajimavymi teoretickymi souvis-
lostmi (tj. cestou, kterd je vidét). Zvlasté v oblasti odborné matematiky nalezneme
mnoho védeckych vyzkumt, které jsou cisté teoretické. K praktickému vyuziti jejich
vysledktt dochazi s c¢asovym odstupem, nékdy i o mnoho let ¢i desetileti pozdéji.
Jak poukazuje Arnold (2000: s. 403), tak zkuSenosti z minulych stoleti ukazuji,
Ze matematika se nerozviji diky technickému pokroku (prestoze snahdm o piispéni
k technickému pokroku, tedy k praktickému vyuziti, je vénovana vétsina casu a tusili
matematiki), ale spiSe diky objeviim neocekavanych vztahtt mezi riznymi oblastmi

4V ptivodnim znéni: ,Scientific inquiry refers to the diverse ways in which scientists study the
natural world and propose explanations based on the evidence derived from their work. Inquiry
also refers to the activities of students in which they develop knowledge and understanding of
scientific ideas, as well as an understanding of how scientists study the natural world. Inquiry is
a multifaceted activity that involves making observations; posing questions; examining books and
other sources of information to see what is already known; planning investigations; reviewing what
is already known in light of experimental evidence; using tools to gather, analyze, and interpret
data; proposing answers, explanations, and predictions; and communicating the results. Inquiry
requires identification of assumptions, use of critical and logical thinking, and consideration of
alternative explanations.
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matematiky (které vsak byly objeveny pravé diky neuspésnym snahdm o technicky
pokrok).

Implementaci aspektt souvisejicich s povahou védy do prirodovédného vzdéla-
vani se rozsahleji vénuje kniha (McComas, 1998). Pochopeni povahy védy pomaha
vyuka orientovana na:

e pozorovani a jeho rizné interpretace;
e feseni problémii, jejichz vstupni informace mohou byt nekompletni a maji ne-
jasnou dulezitost;
e feseni problémt, které maji nejasny pocet nejasné klasifikovatelnych reseni
(nedé se jednozna¢né uréit, které feseni je spravné, nejlepsi apod.).
Schematicky 1ze BOV znézornit jako prinik ¢tyt charakteristik: zaméria kurikula,
zékovskych a ucitelovych aktivit specifickych pro takto zamérenou vyuku a kultury
vyucovani (viz obr. 1).

Jaké jsou cile
vzdélavani?

- pfipravana
necekané
(celoZivotni uceni);

- chépani podstaty
pfirodnich véd a
matematiky;

- cesta ziskdvani

poznatkd (h

-

Co déla zak?

- formuluje otazky;
- ,bada“: angazuje se,

Co déla ucitel?

- vytvarivhodné prostredi;
- vychéziz ndvrh( 74ka;

- podporuje; objevuje,
- propojuje individudlni vysvétluje,
zkuSenosti Zaku. aplikuje,

hodnoti.

Obr. 1: Charakteristiky badatelsky orientované vyuky; inspirovano (Dorier & Maaf,
2014: s. 302)

Neni ptrekvapivé, zZe role zaka a ucitele se v tomto pojeti vyuky oproti transmi-
sivnimu p¥istupu® vyrazné méni. Pozadujeme-li, aby Zak pozoroval, hledal aktivné

5Transmisivni vyucovani: ,,Ve struénosti jde o vyucovani zaméiené na vykon zaka spise nez na
rozvoj jeho osobnosti. Ucitel se v transmisivné vedené vyuce snazi predat zakim a studenttim jiz
hotové znalosti v dobré vife, Ze toto je nejlehéi a nejrychlejsi cesta k poznani. Zak je vidén v roli
pasivniho pfijemce a ukladatele védomosti do paméti, aniz by se kladl diraz na jejich vzadjemné
propojeni.“ (Stehlikovd, 2004: s. 19)
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informace, dedukoval, vytvarel a diskutoval o hypotézach, ovéroval je apod., uci-
tel musi pro tyto ¢innosti vytvorit vhodné prostiedi. Jeho tikolem je spise vytvaret
prostiedi podnécujici spolupraci, kouc¢ovat/vést zaky, podporovat je pii hledéni ne-
znédmé metody FeSeni a klast otazky (Proc¢?, Jak byste to vysvétlili?, Je to opravdu
tak?, Znate néjaky podobny problém /tlohu?, Jakou zajimavou otédzku jesté muzeme
polozit? apod.). U¢itel ptisobi proaktivné, podporuje tsili zaki, hodnoti pfinos zaku
(véetné chyb, kterych se dopustili) a posouva je v uceni pomoci jejich vlastnich
zjisténi a interpretaci.

Revidovana verze National Science Educational Standards (NRC, 2000) se pro-
blematice badani vénuje podrobnéji a rozlisuje dva typy badani — plné a castecné —
podle toho, jakou mérou jsou do néj zaci zapojeni. Nékteré studie jsou jesté diuklad-
néjsi a rozlisuji vice trovni badani (naptiklad Fradd et al., 2001), viz tab. 1.

Tab. 1: Urovné badani dle rozdéleni badatelskych aktivit mezi ucitele (U) a zéky (Z)

Urovenn Kladeni Planovani Realizace Analyza Vyvozovani Predneseni Uplatnéni

badani otazek  postupu plant dat zZaverla Zpravy poznatkl
0 U U U U U U U
1 U U U/Z U U Z U
2 U U Z U/Z U/Z 7 U
3 U U/ 7 7 7 7 7
4 U/Z Z Z Z Z Z Z
5 Z Z Z Z Z Z Z

Stuchlikova (2010: s. 132) uvadi podle (Eastwell, 2009) také nékolik trovni ba-
dani:

e potvrzujici badani — otazka i postup jsou zakim poskytnuty, vysledky jsou
znamy, jde o to je vlastni praxi ovérit;

e strukturované badani — otazku i mozny postup sdéluje ucitel, zaci na tomto
zékladé formuluji vysvétleni studovaného jevu;

e nasmérované badani — ucitel dava vyzkumnou otazku, zaci vytvareji metodicky
postup a realizuji jej;

e oteviené badani — zaci si sami kladou otazku, promysleji postup, provadéji
vyzkum a formuluji vysledky.

3 BOV Vv MATEMATICKEM VZDELAVANTI

Na tuvod tohoto oddilu bychom radi upozornili, Zze zde uvadéné charakteristiky
BOVM jsou platné vyhradné v evropském kontextu. Mimo Evropu je vztah badani
a matematického vzdélavani mnohdy chapan jinak, podrobny rozbor vsak presahuje
zaméry tohoto ¢lanku.’

V matematickém vzdélavani ocekavame, ze BOV prispéje nejen k formovani ba-
datelskych navykt, ale predevsim ke zlepseni porozumeéni matematickym pojmtm
a postuptim. BOV tedy chapeme jako cestu i jako cil matematického vzdélavani.
Takové porozumeéni je predpokladem pro ziskani znalosti ,,pouzitelnych® v rtiznych

6Napiiklad v severoamerickém kontextu se badani vztahuje vyhradné k pifrodovédnym pied-
méttm (Schoenfeld & Kilpatrick, 2013).
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kontextech i mimo bézné skolni prostiredi. Tento pozadavek se odviji od faktu, ze ma-
tematika se vyuziva v riznych spolecensko-védnich oborech, a tim vstupuje témér
do vSech oblasti lidské cinnosti. Mnoho kazdodennich zalezitosti mtize byt ucho-
peno prostfednictvim matematiky kombinované s piirodovédnymi predméty nebo
se ,zdravym rozumem a tyto zalezitosti jsou bohatym zdrojem pro badatelsky ori-
entované aktivity zejména na prvnim a druhém stupni zakladni skoly. Nelze opome-
nout ani matematické objekty jako takové (éisla, proménné, geometrické tvary aj.),
které jsou zékladnim zdrojem matematického badani — i takové badani by mohlo
a mélo byt zarfazovano do skolni matematiky:.

V souvislosti s BOVM se také zdiraziuje vyznam vytvoreni presnéjsi predstavy
o matematice jako lidské aktivité, chapani matematiky jako zakladni soucasti kul-
turniho dédictvi a ocenéni klicové role, kterou hrala a hraje v rozvoji spolecnosti.

Badatelsky orientované vyucovani matematice odkazuje na vzdélavani,
které studenttim a zaktim neprezentuje matematiku jako hotovou struk-
turu urcenou k osvojeni. Spise jim nabizi prilezitost zazit:

e jak se tvori matematické znalosti prostrednictvim osobnich i kolek-
tivnich pokust odpovédét na otazky objevujici se v rtuznych sférach
lidské ¢innosti, od pozorovani prirody az po matematiku jako tako-
vou;

e jak mohou matematické pojmy a struktury vzniknout z vyslednych
konstrukei a byt dale vyuzivany k zodpovézeni novych a naro¢nych
problémt. (Artigue et al., 2011: s. 87, vlastni preklad)

Z ptredchoziho pak vyplyva vymezeni BOVM:

Podobné jako badani v prirodovédnych predmeétech, také badani v ma-
tematice zacina otazkou nebo problémem, pricemz odpovédi hledame
pozorovanim a zkoumanim; realizujeme mentalni, skute¢né nebo virtu-
alni experimenty; hledame dalsi, jiz dfive TeSené a vyresené zajimavé
otazky a problémy, které jsou podobné tém nasim; pouzivame a prizpt-
sobujeme, je-li to potfeba, zndmé matematické techniky. Proces badani
je veden nebo vede k hypotetickym odpovédim — domnénkam, které je
potieba ovéiit. (Artigue & Baptist, 2012: s. 43, vlastni preklad)

7V piivodnim znéni: ,Inquiry-based mathematics education refers to an education which does
not present mathematics to pupils and students as a ready-built structure to appropriate. Rather
it offers them the opportunity to experience:

— how mathematical knowledge is developed through personal and collective attempts at an-
swering questions emerging in a diversity of fields, from observation of nature as well as the
mathematics field itself, and,

— how mathematical concepts and structures can emerge from the organisation of the resulting
constructions, and then be exploited for answering new and challenging problems.*

8V ptivodnim znéni: ,Like scientific inquiry, mathematical inquiry starts from a question or
a problem, and answers are sought through observation and exploration; mental, material or virtual
experiments are conducted; connections are made to questions offering interesting similarities with
the one in hand and already answered; known mathematical techniques are brought into play and
adapted when necessary. This inquiry process is led by, or leads to, hypothetical answers — often
called conjectures — that are subject to validation.“
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Jako zékladni znaky vyuky zaméfené na badani jsou predstavovany:

e Ulohy a otazky, které mohou byt riizné interpretovany, maji vice zptisobi feseni,
vice spravnych odpovédi;

e objevovani a znovuobjevovéani (jako doplnék k deduktivnimu pfistupu);

e uceni se z chyb (hlavné vlastnich, ale i cizich; chyba je chapéana jako nedilna
sou¢ast ucebniho procesu);’

e zajiSténi dostateéné husté sité zdkladnich znalosti (na nichz by bylo mozné déle
staveét);

e kumulativni styl ufeni (propojovani novych poznatki s diive nabytymi zna-
lostmi);

e propojeni matematiky s jinymi obory (i nevSednimi, napf. ¢eskym jazykem ¢
déjepisem);

e podpora kooperativniho i autonomniho uceni. (srov. Artigue & Baptist, 2012:
s. 13-14)

Zdrojem matematického badani pii vyuce mohou byt:

e piirodni jevy (Jak a pro¢ se méni stin pfedmétu osvétleného sluncem?);
e technické problémy (Jak zméfit objekt, ktery je nedostupny?);

e kazdodenni problémy (Ktery telefonni tarif je pro mé nejvhodné&jsi?);

e lidské vynélezy (Jak funguje GPS?);

e uméni (Které symetrie jsou v architektonickém nebo uméleckém dile?);

e a samoziejmé matematické objekty (Mam-li dva trojuhelniky stejného obsahu,
mohu jeden rozstiithat a poskladat z néj druhy?). (srov. Artigue & Baptist,
2012: s. 5)

K vytvoreni spravné predstavy o povaze védy je mozné podobné jako v prirodo-
védnych predmétech vyuzit feSeni otevienych problému a diskuse nad pozorovanimi
a jejich raznymi interpretacemi. Kniha (McComas, 1998) je sice priméarné urcena
pro prirodovédné vzdélavani, ale mnoho podnétt zde uvedenych je univerzalnich,
vyuzitelnych pro vytvoreni predstavy o povaze védy v libovolném védeckém oboru.
Doporucujeme zejména kapitolu (Lederman & Abd-El-Khalick, 1998), aktivity Ose-
metné stopy (s. 85-91) a Dérovany obrazek (s. 91-95).

4 BOVM VvV DIDAKTICE MATEMATIKY

Zakladni myslenky BOV je mozné najit v dilech Johna Deweye (zejména Dewey,
1938). Nicméné prvni ndznaky je mozné hledat i u jeho pfedchiudcti, z nichZ jme-
nujme alespon Humboldta, Pestalozziho a Frobela, kteri hledali cesty, jak zakladat
védomosti na mysleni, experimentovani a reflexi, jak stimulovat zajem zakt o uceni
a kultivovat jejich autonomii. Jesté hloubéji z minulosti je mozné pripomenout fec-
kého filozofa Sokrata a jeho dialogickou metodu tazani.

Jak jiz bylo feceno, teoreticky zaklad badatelsky orientovaného vyucovani byva
zpravidla spojovan s myslenkami amerického filozofa a pedagoga Johna Deweye. Pro
Deweye je badani zakladem jak pro objevovani nového, tak i pro uceni jiz objeveného.
Vymezuje badani jako

9V &eském prostiedi se chybé jako eduka¢ni strategii vénuje Hejny (2004).
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kontrolovanou nebo fizenou transformaci neurcité situace v situaci, ktera
je urcita do té miry, nakolik to vyzaduje zatazeni prvkt ptivodni situ-
ace do néjakého jednotného celku. (Dewey, 1938: s. 104-105', vlastni
preklad)

V navazujicim textu pak toto vymezeni objasnuje:

Ta pocatecni neurcita situace neni pouze ,oteviena badani, ale je také
oteviena v tom smyslu, ze jeji soucasti nedrzi pohromadé.

Neurcité situace mohou byt charakterizovany rtiznymi pojmenovanimi.
Jsou znepokojivé, svizelné, nejednoznacné, popletené, plné protichtud-
nych tendenci, mlhavé, apod. (Dewey, 1938: s. 105!, vlastni pieklad)

Proces badani se vyviji jako souhra znamého a neznamého v situacich, kdy se
jednotlivec nebo skupina jednotlived potykaji s néjakou vyzvou. Je potieba, aby si-
tuace obsahovala nezndmé vnimané jako podnétné nebo zajimavé; pricemz badani je
mozné, pouze pokud k této neznamé c¢asti muzeme pristupovat prostiednictvim véci
jiz zndmych, protoze pouze fakta a souvislosti mohou vést k domnénkam a tisudktim.
Dewey vidi uceni jako adaptivni proces, pii kterém je zkusenost hnacim motorem
pro vytvareni spojeni mezi pocity a myslenkami, prostfednictvim kontrolovaného
a reflexivniho procesu nazvaného reflexivni badéani (reflective inquiry; Dewey, 1938).
To znamena, ze jde o interakce mezi individuem a jeho okolim: badani neni chapano
jako védecka aktivita, ale spise jako vyrovnavani se s kazdodennimi pozadavky.

Artigue a Blomhgj (2013) vyhodnocuji Deweytiv pfinos jako podstatny a zejména
zdiraznuji, ze badani je procesem, ktery je urcen objektem nebo problémem, ktery
je zkoumaén, at se tyka kazdodenniho Zivota, praxe nebo ,védeckych“ aktivit. Tento
proces zahrnuje indukci a dedukci a je prirozené reflexivni, nelisi se podstatné v riiz-
nych kontextech a rozviji zplisoby uceni. Znalosti a zkuSenosti, které v c¢innosti
pouzivame a ziskame, jsou efektivni a pfenositelné do jinych situaci a kontexti.

Za témer stoleti, které ubéhlo od uvetfejnéni Deweyovy knihy, si myslenka vy-
ucovani zalozeného na badani postupné nasla cestu do prirodovédného vzdélavani,
a to jako soucast uceni objevovanim, aktivizujicich metod uceni, projektové metody
apod., a ovlivnila i matematické vzdélavani. Vznikly rizné teoretické ramce, které
se odvolavaji na Deweyovy myslenky (podrobné v Artigue & Blomhgj, 2013). V Ces-
kém kontextu maji vliv zejména: uceni resenim tiloh a problémii, teorie didaktickych
situaci, realistické matematické vzdélavani, matematické modelovani, uchopovani
situaci, tvofeni tloh (problem posing), projektové metody, podnétna vyukova pro-
stfedi a budovani schémat, konstruktivistické piistupy k vyucovani. Podle naseho
soudu BOVM tyto teoretické ramce zastfesuje. BOVM ma urcité charakteristiky
(viz obr. 1), které jednotlivé ramce rizné intenzivné vyuzivaji.

V dalsim textu jsou podrobnéji zminény nékteré jejich charakteristiky a souvis-
losti s BOVM.

10V ptivodnim znéni: ,,. .. the controlled or directed transformation of an indeterminate situation
into one that is so determinate in its constituent distinctions and relations as to convert the elements
of the original situation into a unified whole.“

11V ptivodnim znéni: ,, The original indeterminate situation is not only “open” to inquiry, but
it is open in the sense that its constituents do not hang together. A variety of names serves to
characterize indeterminate situations. They are disturbed, troubled, ambiguous, confused, full of
conflicting tendencies, obscure, etc.*
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4.1 UCENI RESENIM ULOH A PROBLEMU

Uceni FeSenim tloh a problémi vychazi zejména z Polyovych praci (1945, 1962).
S BOVM se castecné prekryva; v nékterych evropskych projektech se dokonce vy-
mezeni BOVM na FeSeni problémt redukuje (napt. projekt ASSIST-ME).

Souvislost obou pristupi je zjevna: zaci Celici nerutinnim tloham a problémim
museji rozvijet své vlastni strategie a techniky, béhem jejich feseni provadéji ¢innosti,
které jsou podobné ¢innostem provadénym pii badani. Nehraje roli, zda tilohy a pro-
blémy vychazeji piimo z matematického obsahu nebo matematiku pii svém feseni
vyuzivaji. Rozvoj schopnosti fesit problémy je casto povazovan za cil shm o sobé€,
nemusi nutné souviset s vyukou specifickych pojmu a technik, diraz je kladen na
metakognici a heuristiku. Cai (2010) shrnuje, Ze pfi vjuce matematiky realizované
prostfednictvim feseni tloh a problémt zac¢ind vyuka zkoumanim problémt, které
by mohly umoznit zaktim naucit se a pochopit dilezité aspekty néjakého matema-
tického pojmu. Problémy byvaji oteviené, maji vice spravnych postupt reseni, vice
spravnych odpovédi. Zaci fesi problém individudlng, s vétsi ¢i mensi mirou individu-
alni pomoci uditele (ucitel funguje jako facilitdtor, prostfednictvim névodnych oté-
zek sméruje zakovu aktivitu). Poté probiha Siroka diskuse nad jednotlivymi postupy
a vysledky, ktera zakiim odhaluje alternativni pfistupy a umoznuje jim vyjasnit si
své myslenky. Na zavér ucitel struéné shrne situaci a vede zaky k pochopeni klico-
vych aspektl pojmu zalozeného na daném problému a jeho vicecetném reseni. Vyuka
pak pokracuje postupnym osamostatnovanim zakt pii feseni dalsich problémi.

7 vyse uvedené charakteristiky je vidét, ze pedagogicky pristup k badani a k te-
Seni problémt i vyzkum téchto oblasti se prekryvaji a my miizeme vysledky vyzkumu
z oblasti feSeni problému vyuzivat v BOVM. Jak vyplyva z Schoenfeldova (1992)
shrnuti, vyzkum v oblasti feSeni problému se predevsim zajiméa o identifikaci a rozvoj
schopnosti a myslenkovych navykt, které umozni zaktim stat se ispésnymi fesiteli
problémil, schopnymi efektivné cCelit nerutinnim a naro¢nym problémim.

V klasifikaci uvedené v tab. 1 bychom takovou vyuku nejprve zaradili do tirovné
1 nebo 2, s postupujicim osamostatnovanim zakd je mozno dosdhnout az trovné 5.

Poznamenejme, Ze u nas byly na toto téma vydany knihy (Vysin, 1972; Kufina,
1976). Z novéjsich publikaci uvedme Kufintv ¢lanek (2005), ktery se vyznamu uceni
feSenim problémii vénuje v zajimavych souvislostech.

4.2 TEORIE DIDAKTICKYCH SITUACI (TDS)

V teorii didaktickych situaci (Brousseau, 1997, ¢esky 2012) je centrdlnim pojmem
didaktickd situace. Ta je definovana jako systém, ve kterém probiha interakce mezi
zakem /skupinou zéki, ucitelem a matematickou znalosti. Specifickym typem této
situace je a-didakticka situace (viz obr. 2), v niz uéitel umozni, aby zaci ziskali novou
védomost ve vyucovani bez jeho explicitni intervence. Situace je navozena Fesenim
uloh, které jsou pod kontrolou ucitele. Devoluce znamena, ze zaci maji tlohy vzit za
vlastni, pfijmout odpovédnost za jejich feseni. Neni pochyb o tom, Ze si zak zvyka
na samostatné objevovani, badatelské aktivity ale nejsou primarné cilem.

Na rozdil od uceni fesenim tloh a problém, kde zaci nejprve pracuji individualné
a az poté diskutuji nad svymi vytvory, v teorii didaktickych situaci se predpoklada,
ze zaci budou diskutovat jiz od samého pocatku feseni a nova matematicka znalost
jimi bude kolektivné vystavéna béhem diskuse. Matematicka znalost se objevuje
jako optimalni feSeni tilohy v interakci s vhodnym prostiedim, od zakt se ocekava,
ze ji budou vytvaret kolektivné, Gpravami, prip. i odmitnutim jejich vlastnich pt-
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Devoluce

<Didakticka' situace

A-didakticka situace

Institucionalizace

Obr. 2: Teorie didaktickych situaci; upraveno podle (Novotna & Hospesova, 2013)

vodnich strategii. V idealnim ptipadé ucitel pouze iniciuje a usmérnuje diskusi, na
urovni poznatkt do diskuse viibec nezasahuje a na zavér diskuse institucionalizuje
jeji vysledky.

Z pohledu klasifikace uvedené v tab. 1 patii aktivity se samostatnou diskusi zaki
az do nejvyssich dvou trovni (4 a 5), tuto obtiznost zpocatku vyvazime vybérem
méné naro¢ného tématu k diskusi.

U nas se didaktickym situacim v matematice vénuje skupina kolem Novotné
(Novotna et al., 2006; Novakova, 2013).

4.3 REALISTICKE MATEMATICKE VZDELAVANI

Realistické matematické vzdélavani (RMV) odkazuje na vyucovéani, béhem kterého
je matematika soucasti zakovy reality, at uz skuteéné nebo uméle vytvorené. Situace
odehravajici se v této realité mohou byt brany z kazdodenniho Zivota stejné jako
z Cisté matematického prostfedi, nebof matematické objekty se postupné stavaji
soucasti zakovy reality. KlicCovym principem RMYV je fizené objevovani a znovuob-
jevovani (Freudenthal, 1973, 1991), pii némz si zaci vytvareji vlastni ,matematiku®
a postupné z neformalnich strategii reseni tiloh prechazeji k formalizovanéjsim me-
todam.

Hlavni ¢innosti pii RMV je matematizace. Treffers (1987) rozliSuje matematizaci
horizontalni a vertikalni: horizontalni matematizace odkazuje na transformaci kaz-
dodennich problémii do Te¢i matematiky, zatimco vertikalni matematizace se tyka
transformaci v ramci matematického systému.

U nés se fizenym objevovanim a znovuobjevovanim zabyval Vysin (1976). Pou-
kazal na znovuobjevovani jako soucast tzv. genetického stylu vyucovani. Zabyval se
i psychologickou slozkou tohoto stylu vyuky:

Naprosta vétsina mladych lidi netouzi po ,matematice pro labuzniky*,
jejiz tézisté je napr. v elegantnich dikazech, v logické stavbeé, ale touzi
dovédét se néco nového, netrividlniho, dostat do rukou ucinny aparat,
kterym mohou roztesit zajimavé problémy. Tuto touhu miize genetické
vyucovani plné uspokojit. Vyucovani organizované genetickym stylem
ma nesporné nejlepsi predpoklady pro vychovnou stranku: uci preko-
navat prekazky, neobchézet je, u¢i systematické praci, planovani, kri-
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ti¢nosti, vytrvalosti, rozumné zvidavosti, odvyka povrchnosti, pasivité.
(Vysin, 1976: s. 588)

V 70. letech 20. stoleti se tento styl vyuky objevil i na skolach, kde ridil vyucovani
matematice Kabinet pro modernizaci vyucovani matematice MU CSAV, jako soucést
tzv. matematicke laboratore:

Byla tu fe¢ o matematicke laboratori jako o jisté organizaci procesu uceni
na pokusnych skolach Kabinetu. Timto nazvem minime takovou orga-
nizaci vyuky, kde se maximalné uplatni metody aktivizujici zaky: jde
zejména o experimentovani, o tzv. geneticky pristup, pii kterém ucitel
funguje jako c¢initel fizeného objevovani, o problémové vyucovani v nej-
obecnéjsim pojeti, kde se nejen poznatky ziskavaji jako vysledky reseni
uloh, ale kde se i rozvijeji problémové situace a matematizuji situace
z redlného svéta. (Vysin, 1979: s. 107)

RMV ma s BOVM spolecné zejména chapani matematiky jako lidské aktivity
a snahu o to, aby matematika byla (znovu)objevovana. Zak provadi rekonstrukci
matematickych pojmui a rozviji je pfirozenym zptisobem v dané problémové situ-
aci. Dilezité je vedeni (knihami, spoluzaky, ucitelem) a postupné pfiblizovani se
béznému matematickému standardu.

Vzhledem k vyse uvedenému miize z pohledu klasifikace uvedené v tab. 1 troven
badani pfi realistickém matematickém vyucovani dosdhnout trovni 1 az 5.

4.4 MATEMATICKE MODELOVANTI

Matematické modelovani hraje podstatnou roli pti konceptualizaci poznatki, a tak
ve vyzkumu matematického vzdélavani ziskava stale vétsi pozornost (Kaiser et al.,
2011). Blomhgj a Jensen (2003) popisuji proces tvorby matematického modelu, ktery
probiha v Sesti zékladnich fazich:

(i) Formulace problému (vice ¢i méné explicitni), ktera vede k identifikaci charak-
teristik reality, jez ma byt modelovana.

(ii) Vybér relevantnich objektt a vztahii z ptivodni oblasti badéani a jejich idealizace
tak, aby byla umoznéna matematicka reprezentace.

(iii) Prevod téchto objekti a vztahti z oblasti jejich ptivodniho vyskytu do mate-
matiky.

(iv) Vyuziti matematickych metod k dosazeni matematickych vysledkt a zavért.

(v) Jejich ptfevod do pivodni oblasti badani.

(vi) Vyhodnoceni platnosti modelu ve srovnani s pozorovanymi ¢i pfedpokladanymi
daty nebo s teoreticky podloZzenymi znalostmi. (Blomhgj & Jensen, 2003: s. 125)

Proces tvorby modelu neni linearni, v libovolné fazi mohou nastat obtize, které si
vynuti ustup zpét do bodu (iii), (ii) nebo (i). Témito obtiZzemi mize byt napf. nepro-
veditelnost prevodi (do nebo z matematiky), nefesitelnost nebo pfilisna obtiZnost
matematické tlohy v bodu (iv), negativni vyhodnoceni platnosti modelu.
pocitace. Vhodné zvoleny matematicky software dokaze nabidnout alternativni fe-
Seni faze (iv) nebo nékteré jeji ¢asti v pripadé, kdy pouziti bézného matematického
aparatu by bylo piili§ obtizné ¢ nemozné (Samkova, 2011, 2013; srov. Samkova,
2012a).
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Ve vztahu k BOVM znamena matematické modelovani cestu k porozuméni, vy-
tvareni vztahu mezi matematickou a problémovou situaci. Matematické modelovani
tak muze vést k pochopeni badani jako obecnéjsiho procesu s riznymi specifickymi
realizacemi v kontextu riznych disciplin.

Pohled matematického modelovani na vyuku matematiky je v souladu s Deweyo-
vym pozadavkem vychézet z problémii skutecného zivota a stavet na zakovskych
zkusSenostech.

I zde mtze z pohledu klasifikace uvedené v tab. 1 troven badani dosdhnout
urovni 1 az 5.

4.5 DALSI TEORETICKE RAMCE

Uchopovani situaci — Uchopovanim situaci mame na mysli tyto myslenkové pro-
cesy: vnimani situace; objeveni klicovych objektt, jevl a vztahti; stanoveni urcitého
sméru uchopovani zaméreného na urcité téma, pojem nebo na metodu reseni; vy-
tvofeni modelu, ktery umozni formulovani otazek a tvoreni tloh. Tomuto pfistupu
se vénovali napf. Koman a Ticha (1995, 1996a, 1996b), Tich4d a Koman (2000).

Tworeni uloh (problem posing)— Potieba rozvijeni dovednosti tvofit tlohy je ¢asto
uvadéna v souvislosti s uplatiiovanim otevieného pristupu v matematickém vyuco-
vani a v souvislosti s otazkami kolem matematizace redlnych situaci. Vyznamnou
roli zde hraje problematika vytvareni zasoby rtiznych modu reprezentaci a prekladii
mezi nimi pro prohlubovani poznani. V c¢eském prostredi se této tematice vénuji
napf. Ticha a Hospesova (2011, 2014), Ticha (2014), Patédkova (2013), Bures (2014).

Projektovda metoda — Pti vyucovani projektovou metodou jsou zaci vedeni k sa-
mostatnému zpracovavani urcitych témat (projekti) a ziskavaji zkuSenosti praktic-
kou ¢innosti a experimentovanim (Pricha, Walterova & Mares, 2009). Pro skolni
matematiku pfipomerime publikaci Kubinové (2002).

Podnétna vyukovd prostredi a budovani schémat — Na myslenky Deweye, Piageta
a Freudenthala navéazal také Wittmann (2001), kdyz stanovil pozadavky na tzv.
podnétnd vyukova prostiedi (substantial learning environments): prostiedi, ktera
umoznuji formulovat série tloh a problému, jez zakovi pomohou pochopit hluboké
matematické myslenky. Tato podnétna vyukova prostiedi pouziva Wittmann mj.
k vyuce zacilené na matematizaci, argumentaci, komunikaci a uceni objevovanim.
U nas byla myslenka podnétnych vyukovych prostiedi zpracovana napf. v mono-
grafiich (Stehlikova, 2007; Hejny, 2014) a stala se i teoretickym vychodiskem FeSeni
projektu Comenius Motivation via Natural Differentiation in Mathematics (HoSpe-
sové et al., 2010). Podnétné vyukova prostfedi umoziiuji budovani schémat, soubort
generickych a izolovanych model néjakého matematického objektu a soubori vazeb
mezi témito modely. Roli schémat v matematickém vzdélavani a jejich budovani se
vénovali v navaznosti na Piageta jiz Skemp (1971) ¢i Fischbein (1999), v ¢eském
prostfedi Hejny (2007).

Konstruktivistické pristupy k vyucovani — Hlavnim znakem konstruktivistickych
pristupi k vyucovani matematice je aktivni vytvareni ¢asti matematiky v mysli zaka.
Podle povahy zaka mize byt podkladem pro takovou konstrukci otazka ¢i problém
ze svéta prirody, techniky nebo matematiky samé. V ceském prostiedi tuto tema-
tiku rozpracovali napf. Kufina (2002); Hejny a Kufina (2009); Stehlikova (2004);
Stehlikova a Ulrychova (2011).

Myslenky, které by se daly interpretovat jako podnécujici k badatelskym aktivi-
tam zakd, se daji nalézt i u Komenského ve spisu Didactica Magna— v kapitole XVII,
odst. 44 mluvi o neurcitosti nasledovné:
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Usnadnis$ tedy zaku praci, jestlize mu pii vSem, ¢emu ho budes udit,
ukazes, jak se toho uziva v dennim zivoté. To musi byti naprosto vsude,
v mluvnici, v dialektice, aritmetice, geometrii, fysice atd. Nestane-li se
tak, vSecko, co mu vylozis, bude se mu zdati né€jakymi zjevy z Nového
svéta; a chlapec, jenz se nestara, jsou-li ve skutecnosti takové véci a jak
jsou, bude v né spiSe vérit, nezli o nich védét. Ukazes-li vsak, k ¢emu
vSecko slouzi, umozni§ mu zcela, aby si byl védom své znalosti a snazil
se ji uplatnit. (Komensky, 1948: s. 124)

5 TEORETICKY MODEL PROCESU BADANI

Vychodiskem pro badatelské aktivity zakd v matematickém vzdélavani je vytvoreni
vhodného prostiedi. To je obvykle dano tlohou nebo problémem, ktery maji zaci
resit.

Ulohy, pfi jejichz feSeni lze ocekavat badatelské aktivity, jsou rozmanité. Vysli
jsme z Deweyova vymezeni badani a nejprve jsme vzali v itvahu ,neurcitost situace®.
Ulohy mohou byt zadany vice ¢ méné neurcité, a davat tak vétsi ¢i mensi prostor
k badatelskym aktivitam.

Pokusili jsme se o vytvoreni teoretického modelu, ktery podle naseho nazoru
vystihuje podstatu a moznosti badatelskych aktivit. Znazornili jsme tuto myslenku
prostfednictvim diagramu na obr. 3 vlevo: cerné ¢ary znazornuji vSechny existujici
cesty vedouci od vstupni situace k situaci vystupni. Kazda cesta je tvorena posloup-
nosti kroku, které transformuji vstupni situaci v situaci vystupni. Zalezi na zakovi,
zda néjakou cestu od vstupu k vystupu dokaze najit, na kolika kiizovatkach zna-
zornénych fialovymi kolecky se dokaze (spravné) rozhodnout o pokracovani cesty.
Pokud se na krizovatce setkd s vécmi neznamymi nebo pro né€j priliS obtiznymi,
musi se vratit a zkusit jinou cestu.

Vstupnlneuruta Vstupnineurcita
sttuace situace

Vystupniurcita situace Vystupni urcita situace Vystupni urcitd situace

Obr. 3: Teoreticky model procesu badani — obecny nakres (vlevo), slaby zék (uprostied),
talentovany zak (vpravo)

Badatelsky zdatnéjsi zaci jsou schopni odhalit i vice nez jednu cestu. Na uciteli
zalezi, jak velky prostor pro manévrovani zakim necha. Pokud je tloha sestavena
prilis urcité, vede od vstupu k vystupu pouze jedna cesta a o badani se nejedna.
Pokud je tloha sestavena prilis neurcité, vede od vstupu k vystupu mnoho cest,
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které se rtizné kiizi, a feseni ulohy miize byt prili§ c¢asové narocné. Pokud je zak
slaby nebo je tloha sestavena netimérné k jeho znalostem, miize se stat, ze zak
skon¢i nékde ,,mezi“ — neni schopen najit zddnou cestu, prestoze existuje. V takovém
pripadé by zak nemél tlohu mylné zakoncit zavérem, ze zadné feseni neexistuje. Je
na uciteli, aby vhodnym zptisobem pomohl zadkovi cestu nalézt; miize se napriklad
zékovi vénovat individudlné a pokladat mu navodné otazky nebo k tomuto ucelu
vyuzit tifdni diskusi. Zaci by si méli byt védomi rozdilu mezi neexistenci feseni
a neschopnosti Teseni nalézt. Méli by védét, Ze neexistenci feSeni nebyva snadné
dokéazat. Obecné je mozné k takovému zavéru dojit az po nalezeni a vyzkouseni vSech
moznych cest, a kfizovatek a zjisténi, ze zadné z cest od vstupu k vystupu nevede.
Resgitel je viak malokdy schopen nalézt a vyzkouset vSechny takové moznosti, miize
mit také problémy s ovéfenim, ze vycerpal skuteéné vSechny. A tak se k dikazu
neexistence feSeni cast€ji pouziva porovnani vstupu a vystupu a zjisténi, ze jsou
natolik odlisné, ze mezi nimi zadna cesta existovat nemiize.

Shrnuto: o slozitosti badatelské tilohy rozhoduje mnozstvi cest, které mezi vstu-
pem a vystupem existuji, a iroven znalosti zaka na jednotlivych cestach. Ucitel by
meél dlohu vybirat tak, aby byla imérna znalostem zaka a aby umoznovala badani
v pfiméfeném rozsahu.

Zde se ukazuje narocnost priprav na BOV. Ucitel by si mél idealné ke kazdé bada-
telské loze nakreslit podobné schéma jako na obr. 3 vlevo — nemusi byt vykresleno
dopodrobna se vSemi detaily, staci si vyznacit ,kiizovatky, které zaci nejspis znaji“
a zkontrolovat, ze pocet a podoba cest vedoucich pres tyto ,znamé“ kfizovatky
odpovidaji uéebnimu zaméru (Casovd naroc¢nost, probirané ucivo, zapojeni slabsich
zaku, vytizeni talentovanych zaka apod.).

Obr. 3 uprostied ukazuje dobie sestavenou badatelskou tlohu z pohledu slabého
zéka, ,znamé“ krizovatky jsou oznaceny plnymi zelenymi kolecky, ,neznamé* prazd-
nymi Cervenymi kolecky. Ze 7 vstupnich moznosti zna zak pouze 2, ale u té druhé se
jedné o izolovanou znalost. Ve schématu existuje cesta od vstupu k vystupu jdouci
pouze pres zelené kiizovatky, zak ma tedy Sanci dobrat se feseni. Cesta se na jednom
misté rozdvojuje a jedna z moznosti se posléze ukaze jako slepa, takze i pro tohoto
slabsiho zaka je tlohou podnécujici badani. Schéma obsahuje nékolik izolovanych
zelenych bodt, které zak sice znd, ale pri feseni je nepouzije. Jeden z nich je pfimo
ve vystupu — zak tedy znd jedno z FeSeni, ale nevi o tom (neni schopen dokézat, Ze
je to Teseni).

Obr. 3 vpravo ukazuje tutéz tlohu z pohledu talentovaného zaka. Pouze jediné
feseni neni tento zak schopen odhalit, protoze k nému jesté nema dostatecné znalosti
(ale izolované ¢asti této cesty jiz zné — je to pro néj vyzva). Na ostatnich cestach se
izolované vyskytuji cervena kolecka, ale neni jich dost na to, aby zabranila odhaleni
cesty — vzdy existuje néjaka zelena oklika.

Tento teoreticky model v soucasné dobé ovérujeme.

6 NAMETY ULOH, KTERE MOHOU VEST
K BADATELSKYM AKTIVITAM ZAKU

[ustrujme pfedchozi myslenky o uplatnéni badatelského piistupu ve skolské mate-
matice prostiednictvim nékolika tloh s rtiznym matematickym obsahem.

Ulohy, které mohou vést k badatelské aktivité zakil, souhrnné nazveme bada-
telské ulohy. Jsou to ulohy oteviené ve smyslu otevieného pristupu k vyuce mate-
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matiky (viz oddil 1). Pouziti badatelské tlohy ve vyuce samo o sobé nezarucuje,
ze k badatelské aktivité zakl skutecné dojde. Toho 1ze doséhnout pouze dodrzenim
charakteristik uvedenych na obr. 1.

Vychodiskem nasich tvah o tlohéch, které mohou vést k badatelskym aktivi-
tam zaki, bylo Deweyovo vymezeni badani. Na jeho zakladé jsme se pokusili bada-
telské tlohy roztridit. Uvédomujeme si, Ze nas vycet typt badatelskych tiloh neni
vycerpavajici, doufame vsak, Zze se stane inspiraci pro hledani typta dalsich. V sou-
ladu s Kufinovym piistupem (2005)'? si dovolujeme charakteristiky jednotlivych
typu badatelskych tloh podpofit vétsim mnozstvim rozmanitych prikladd. U téchto
prikladii prednostné sledujeme obsahovy cil. Ucebni cil si musi ucitel zvolit sam,
stejné tak jako musi vybranou badatelskou tlohu pfizpiisobit konkrétni skupiné
zékt, se kterou ji chece Tesit (jejich schopnostem, znalostem). U jednotlivych tloh
neuvadime podrobna feSeni, pouze poukazujeme na zajimavé aspekty souvisejici
s jejich matematickym obsahem ¢i s metodou feseni a odkazujeme na pripadné
¢eské publikace, které se uvedenym tloham a tiloham jim podobnym vénuji podrob-
néji.

Ulohy nebo jejich &asti, které jsou vhodné jiz pro zaky na 1. stupni ZS,'* ozna-
¢ujeme v zdhlavi jednou hvézdickou — *. Tyto tlohy mtZzeme samoziejmé zaclenit
i do vyucdovani na vyssich stupnich skol; at jiz v nezménéné podobé&, nebo obohacené
o nové otazky. Z pohledu teoretického modelu (obr. 3) znaji starsi Zaci ¢i studenti
vice krizovatek, a tak bude velice pravdépodobné existovat vice cest k objevovani.
Jinak Teceno, pii feSeni tlohy se starsimi zaky a studenty se mohou uplatnovat nové
(neprvostuptiové) metody feSeni a mohou byt nalezena nova feSeni.

Céasti tloh, které jsou pro zaky 1. stupné piilis obtizné (z hlediska pouzivanych
pojmu nebo potfebnych postupti) a jsou vhodné az pro zaky 2. stupné, oznacujeme
dvéma hvézdickami — **. Domnivame se, Ze pii jejich zaclenéni do vyuky na 1. stupni
by pravdépodobné nebyl plné vyuzit jejich potencial.

Césti tloh, které jsou piilis obtizné i pro zaky 2. stupné, oznacujeme tfemi hvéz-
dickami — ***. V tomto ¢lanku jsou uvedeny hlavné pro uditele a didaktiky mate-
matiky, aby si mohli udélat lepsi predstavu o obsahovém cili prislusné tlohy a sami
si mohli vyzkouset badani s vyssi obtiznosti.

Ucitel se musi sam rozhodnout, ve kterém roc¢niku kterou tlohu vyuzije a proc.
Pfi tomto rozhodovani neni az tak dulezity vek zaki, ale hlavné zvoleny ucebni cil.
To znamena, ze ucitel musi byt schopen si uvédomit, jaka témata a metody reSeni
se danou ulohou mohou rozvijet, a posoudit, zda jsou v souladu s jeho uc¢ebnim
planem.

Je-1li badatelska tloha zadana ve formé slovni tilohy, tak vstupni situaci badatel-
ského procesu uréuji podminky slovni tlohy, v§stupni situaci uréuji otdzky. Ulohy
s jednou podminkou a jednou otdzkou budeme nazyvat jednoduché badatelské tulohy.
Ttidit je budeme podle mnozstvi informaci, které urcuji vstupni situaci — vstupnich
informaci. Toto mnozstvi mtze byt obecné rizné velké, ale pro badatelské tlohy jsou
typické dvé krajnosti: informacni strohost a informacni hutnost.

12 Kdyz jsem po univerzitnich studiich zagal vyucovat matematiku na stiedni skole, byl jsem
presveédcen, ze nalezitym vysvétlenim definic, vét a dikazt dovedu studenty k porozuméni mate-

vvvvvv

2005: s. 19)
13Vsechny niZe uvedené tlohy maji aspon jednu takovou ¢ast.
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6.1 ULOHY INFORMAGNE STROHE

Badatelské tlohy s velmi malym mnoZstvim vstupnich informaci (podminek) bu-
deme nazyvat tlohy informacné strohé. Badatelské tilohy tohoto typu jsou na vstupu
hodné neurcité a diky tomu nabizeji mnoho zptisobi, jak neurcitost transformovat
v urcitost — maji velky badatelsky potencial.

Uvedme si priklady nékolika takovych tloh.

* Uloha 1: Kde je v tvém okoli ¢islo 77

Uloha vytvari otevienou situaci, ve které zaci shromazduji riizné modely souvi-
sejici s ¢islem 7 (pfip. s jinym ¢islem). Je mozné ji zaclenit do vyuky jiz v 1. t¥idé,
v obdobi probirani numerace do 10.

* Uloha 2: Obsah nezndmého obrazce je 64 cm?. Jak by tento obrazec mohl vypadat?

Tato tloha sméfuje k prekonceptiim pojmu obsah. Podrobné o podobné tloze
smétujici k prekonceptiim pojmu objem se zmitiujeme (Samkové, 2014).

* Uloha 3: Obsah ctverce je 64 cm?. Jak by tento ctverec mohl vypadat?

Tato informacné stroha tloha na prvni pohled nevypadéa jako badatelska, ale
kdyz se nad ni hloubé€ji zamyslime, tak zjistime, ze i pii jejim Teseni se daji uplatnit
badatelské postupy.

Mezi informac¢né strohé badatelské tlohy patii casto ulohy rozvijejici finanéni
gramotnost ¢i tlohy z propedeutiky statistiky.

* Uloha 4: Zjistéte v obchodech v okoli svého bydlisté ceny jablecného dZusu a roz-
hodnéte, ve kterém obchodu se vyplati dZus koupit.

Uloha se zpracovava formou projektu; zak sam rozhoduje, ve kterych obchodech
si bude zjistovat potfebné tdaje.

Tato uloha je zaroven prikladem problému, jehoz feSeni mohou byt nejasné kla-
sifikovatelnd, nebot vybér nejlepsiho FeSeni ovliviiuji individudlni nazory zéku na
zkoumanou situaci: Chci koupit velké nebo malé baleni dzZusu? Chci koupit vétsi ba-
lent, pokud vyjde v prepoctu levnéji? Vejde se mi velké baleni do lednice? Mdm na
néj dost penéz? Stihneme ho véas vypit? Chci strdvit vice casu cestou na ndakup do
vzddleného obchodu? Chci nést tézky ndkup ze vzdaleného obchodu? Nebo radéji na-
koupim o trochu drdZ v obchodé vedle naseho domu? Chci vyuZit akce a koupit vice
baleni najednou, protoZe to vyjde levnéji? Jsem ochotny si na takovou akci pockat
do pristiho tydne?. ..

Problematika ovliviiovani volby nejlepsiho feSeni individualnimi nazory zaki je
rozpracovana napi. v sadé ¢lankt M. Komana a M. Tiché cesky publikovanych
v Casopisu Matematika — fyzika — informatika: (Koman & Tiché, 1995, 1996a, 1996b,
1997).

Nameéty na dalsi badatelské tlohy rozvijejici finanéni gramotnost naleznete
v (Samkovd, 2012b) a (Petraskova, 2013).

* Uloha 5: Jak vypadd typicky Zdk v nasi tridé?

Uloha sméfuje k prekonceptiim statistického pojmu modus, je inspirovana studii
Fieldingové-Wellsové a Makarové (2008). Podobnou tlohu vyuzila Kubinova (2002)
ve svém projektu ,Pepik Nas aneb Jaka je ta nase trida“ k expozici aritmetického
prameéru a raznych druhti zavislosti.
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6.2 ULOHY INFORMACGNE HUTNE

Opakem informacné strohych tloh jsou tlohy informac¢né hutné, jejich vstupni situ-
ace je dana velkym mnozstvim informaci, ve kterém se zak musi spravné zorientovat.
Soucasti vstupnich informaci mize byt i popis néjakého slozitéji definovaného pro-
stfedi (ve vztahu k aktudlnim znalostem zaki).

* Uloha 6: Jaky obvod md mnohothelnik, ktery je sestaven ze ¢tyr shodnijch pra-
vouhlych trojihelniki s délkami stran 3, 4, 5¢

Prestoze je informacné hutna, umoznuje tato tloha volit rizné cesty a rizny
rozsah oblasti badani. Podrobnéji v (Roubicek, 2014b).

Trojuhelnikova mozaika pouzita v tloze 6 je priklad geometrického prostiedi, ve
kterém lze uplatnit badatelsky pristup. Takovych prostiedi existuje cela fada; né-
ktera z nich jsou bézné vyuzivana ve skolni praxi, napriklad tlohy fesené ve ctver-
cové siti (na geoboardu) nebo pomoci riznych stavebnic (Polydron, Geomag, Soma
kostka); jind jsou vyuzivana méné, napiiklad tlohy feSené pomoci zrcétek, stithdnim
nebo preklddanim papiru.

* Uloha 7: Rozstrihni ctverec ABCD podle tisecky EB na dvé cdsti (bod E je
stredem strany DC'). Sklddej rizné tvary tak, Ze dily spojis celou stranou. Kolik
tvari vznikne?

Vice podrobnosti a dalsi podobné tlohy jsou v (Hospesova & Samkova, 2012).
Mezi méné obvykla prostiedi patii také pravidelna trojuhelnikova sit.

* Uloha 8: Sestav rizné obrazce tvotené shodnymi rovnostrannymi trojihelniky ze
trech pardtek. Kolik pdrdtek je potieba k sestaveni néjakého vétsiho obrazce?

Tato tloha vychazi z geometrického prostiedi, ve kterém fesitel uvazuje rtizné ge-
ometrické obrazce, ale jejim vystupem je aritmetické ¢i algebraické vyjadieni zmény
velikosti obrazce. Zadani illohy nevymezuje zptisob, jakym maji byt obrazce zvétso-
vany, a tak umoznuje mnoho riznych badani. Podrobnéji v (Roubicek, 2014b).

Vstupni informace badatelské geometrické tlohy mize byt také vizualizovanéd —
reprezentovand obrazkem ¢i fotografii.

* Uloha 9: Prohlédni si dlazbu chodniku na obr. 4. Jak lze vytvorit takovou mo-
zaiku?

Obr. 4: Dlazdéni

Podle stru¢ného textu zadani by mohla byt tiloha mylné klasifikovana jako infor-
macné strohd, ale je nutné si uvédomit, ze obrazek, ktery je soucasti zadani tlohy,
obsahuje velké mnozstvi dilezitych informaci. Podrobné vyfesené podobné tlohy
naleznete v (Roubicek, 2014a, 2014b).
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* Uloha 10: Prohlédni si ciselnou zed na obr. 5. Jak lze vytvorit takovou zed?

17

Obr. 5: Ciselna zed

Tato tloha je inspirovéana publikaci (Wittmann & Miiller, 1990). Podobné jako
v tloze 9 je text ulohy kratky, ale informace jsou skryty v obrazku.

Informac¢né hutnymi badatelskymi tilohami byvaji i ty tlohy z propedeutiky sta-
tistiky, které v zadani obsahuji datové soubory.

* Uloha 11: Na farmé maji jedno policko s fazolemi na slunicku a druhé ve stinu.
V tab. 2 jsou uvedeny priblizné hmotnosti fazoli na téchto policcich 6, 8 a 10 tydni
od vysdzeni. Které policko je vhodnéjsi pro péstovani fazoli?

Tab. 2: Hmotnosti fazoli

SLUNCE |6tydnCi [8tydnd [10tydnd [STIN 6tydnt |8tydn( |10 tydnd
Radek1 |[9kg 12 kg 13 kg Radek1 |5kg 9kg 15 kg
Radek2 |8kg 11 kg 14 kg Radek2 |[5kg 8 kg 14 kg
Radek3 |[9kg 14 kg 18 kg Radek3 |[6kg 9kg 12 kg

Uloha je pievzata z (English & Watters, 2004), ¢lanek popisuje zkuSenosti se
zafazenim podobnych tloh do vyuky ve 3. ro¢niku ZS.

Pouhou zménou otazky na Kolik fazoli bude na policcich 12 tydni od vysdzeni?
vytvorime tlohu zaméfenou na matematické modelovani.

Jednoduché badatelské tilohy miizeme rizné skladat a ziskat wulohy sloZené.

6.3 ULOHY HIERARCHICKY SLOZENE

Velky badatelsky potencial maji tlohy hierarchicky slozené. Pti tomto zpiisobu skla-
déani se vystupni situace jedné tlohy stava soucasti vstupni situace tlohy dalsi (viz
obr. 6). Samo toto slozeni ma v sobé prvky neurcitosti, protoze fesitel nikdy dopfedu
nevi, které soucasti feseni prvni tlohy budou pro druhou tulohu relevantni a které
nikoliv.

Vstupni situace
ulohy 1

Vystupni Vstupni situace
situace ulohy 1 ulohy 2
Vystupni
situace ulohy 2

6(1), 2015, p. 91-122

Obr. 6: Dvé badatelské tlohy slozené
hierarchicky, inspirovano hierarchickym
schématem slovni dlohy o dvou
operacich (Nesher & Hershkovitz, 1994)
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* Uloha 12:

a) Rozstrihni ctverec jednim rovnym stiihem na dva dily. Z téchto dili sklddej
tvary. Kolik tvarid vznikne?

b) Pokus se ¢tverec rozstrihnout tak, aby mohlo vzniknout co nejvice tvari. Jaky
je nejuyssi pocet tvariu?

Tato tloha volné navazuje na tulohu 7. Cast a) miize byt samostatnou badatel-
skou tlohou, pii FeSeni ¢asti b) vyuzivime poznatky ziskané pii feSeni tlohy a).
Podrobnéji v (Hospesova & Samkovd, 2012).

* Uloha 13: Prohlédni si ¢iselnou zed na obr. 5.

a) Jak lze vytvorit takovou zed? Najdi vSechny ciselné zdi, které muzZes postavit se
zdkladnimi kameny 3, 4, 5 (podobné jako na obr. 5). Zdi vypocti a porovnej.

b) Sdm si vyber tii zdkladni kameny a pocitej stejné.
c) Popis, ceho sis vsiml.
d) Muizes to oduvodnit?

Tato tloha, kterd je pfevzata z publikace (Wittmann & Miiller, 1990), je rozsi-
fenim tlohy 10. Cést a) miZe byt samostatnou badatelskou tilohou, pfi feseni ¢asti
b)-d) vyuzivame poznatky ziskané pfi feseni predchozich ¢asti (napt. pravidlo, podle
kterého se ¢isla do zdi dopliuji).

* Uloha 14:

a) Najdéte a popiste pravidlo, podle kterého se dopliuji ¢isla v trojuhelniku na
obr. 7.
b) Rozhodnéte, které z ndasledugicich tvrzeni je pravdivé, a své tvrzeni zduvodnéte:

e Soucet vnéjsich cisel se rovnd souctu vnitinich cisel.
e Soucet vsech tri vnéjsich cisel muze byt cislo sudé i liché.
¢) Dopliite vnitini ¢isla, jsou-li vnéjsimi cisly (i) 6, 13 a 14; (ii) 13, 21 a 23.

Obr. 7: Ciselng trojithelnfk

Tato tloha je inspirovana vyukovym prostfedim popsanym napt. v publikaci
Krauthausena a Schererové (2013). Cést a) by mohla byt samostatnou badatelskou
tlohou. Jeji vystupni informace (tj. znéni pravidla pro dopliiovani ¢isel) je nezbytnou
soucasti vstupnich informaci ¢asti b) a c).

* Uloha 15: Vytvorte jednoduchou ilohu, pribeh, historku ke schématu na obr. 8
vlevo. Jeden z idaji na obr. 8 vlevo nahradte jednoduchou ulohou (napt. tak, jak je
to zndzornéno na obr. 8 vpravo), aby vznikla dloha, k jejimuz vyresent jsou potreba
dva vypocty. Jak jinak je mozné rozvijet vetézec? Jaké ruzné slovni ulohy k nim
muzeme vytvorit?
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Obr. 8: Struktura slovni tlohy

Idea prifazovani schémat slovnim tilohdm se objevuje jiz v uc¢ebnicich pro 2. roc-
nik (Kittler & Kufina, 1994).

My jsme tuto tlohu vyuzili také v kurzech pro budouci ucitele 1. i 2. stupné
ZS. Ukazalo se, Ze upravovani struktury slovni tlohy poméha studentéim vytvofit
si nadhled, ktery jim umoziiuje lépe chépat feseni tilohy (podrobné&ji v Ticha, 2014;
Ticha & Hospesova, 2014).

% /55 J45% [loha 16:

a) RozloZ ¢islo 10 na soucet dvou (prirozenich) cisel a tato dvé cisla vyndsob.
Jaky nejmensi a jaky nejvétsi soucin dostanes?

b) Cislo 10 rozloZ na soucet t7i (prirozenyjch) ¢isel a tato t¥i ¢isla vyndsob. Jaky
nejmensi a jaky nejvétsi soucin dostanes?

c¢) Cislo 10 rozloZ na soucet libovolného poctu (prirozenych) Cisel a tato Cisla
vyndsob. Jaky nejmensi a jaky nejuétsi soucin dostanes?

d) Jak bude tesent iloh a) aZ c) vypadat pro ¢isla 7, 8, 9 a 117

e) Existuje strategie pro teseni uloh a) aZ c) nezdvisld na volbé rozklddaného
cisla?

f) Jak se situace zméni, budeme-li ulohu Tesit v oboru raciondlnich ¢i redlnych
cisel?

I v tomto ptipadé by tlohy a), b) a ¢) mohly byt samostatnymi badatelskymi
tlohami. Pti feSeni tloh b) az f) vyuzivame poznatky ziskané pri feseni tloh, které
jim piredchézely (vice podrobnosti v Artigue & Baptist, 2012: s. 7). Velice zajimavé
je zdtivodnéni strategii pro e) a f) a jejich vztah.

Poznamka k obtiznosti: * je urcena pro ulohy a)—e), ** pro f) v oboru racional-
nich ¢isel, *** pro f) v oboru realnych disel.

6.4 ULOHY S DYNAMICKYM VSTUPEM

Slozime-li k sobé& vice tiloh se stejnou otézkou, dostaneme tilohu s dynamickym?!*
vstupem. Kazd4 dalsi diléi tloha pridava vstupni informace (podminky), ale otazku
nemeéni, a tak se neméni ani vystupni situace (viz obr. 9). SloZena tloha ma méné
feseni nez dil¢i tlohy, protoze jeji feSeni musi vyhovovat vsem dil¢im podminkam.
Ulohu s dynamickym vstupem bychom také mohli charakterizovat jako tilohu po-

stupné informac¢né upfesnovanou.
Vstupni )
situace ulohy 1 Vstu!)nl
situace ulohy 2
E )
Obr. 9: SloZeni dvou tloh se Vystupnisituace
stejnou otazkou Glohy1i2

1Dynamicky ve smyslu projevujici vyvo].
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* Uloha 17:

a) Ve tride je 18 clenti péveckého a 16 clent sportovniho krouzku. Co mizes
s jistotou Tici o poctu déti ve trideé?
b) Doplnék k uloze a): 6 déti je cleny obou krouzki.

c¢) Dalsi doplnék: 4 déti nejsou céleny ani péveckého ani sportovniho krouZku.

Tato tloha je pfevzata z ucebnice (Kittler, Kufina & Ticha, 1994: s. 80).

Uloha b) vznikla slozenim tlohy a) a tlohy Ve tiidé je 6 déti cleny sportovniho
i péveckého krouzku. Co muzes s jistotou fici o poctu déti ve tridé?; tloha c) vznikla
slozenim ulohy b) a tlohy 4 déti ve tiidé nejsou cleny ani péveckého ani sportovniho
krouzku. Co muzes s jistotou Tici o poctu déti ve tride?

Chceme-li plné vyuzit badatelsky potencial této tlohy, mizeme fesit kazdou jeji
dil¢i tlohu zvlast a sledovat, jak feSeni diléich Gloh souvisi s FeSenimi tloh z nich
slozenych.

* /%% Uloha 18:

a) Maji nasledugjict trojice cisel néjakou spolecnou vlastnost?
[15,70,95], [55,60,65], [60,50,70], [45,45,90], [100, 20, 60],
[43,72,65], [20,45,115], [155,20,5], ...

b) Cisla v trojicich uddvaji velikosti wihlii v trojuhelniku. Ovérte, Ze vami nalezend
spolecnd vlastnost plati pro uhly v kaZdém trojuhelniku.

Uloha a) vznikla slozenim tloh Jaky je vztah mezi Cisly v trojici [15,70,95]%,
Jaky je vztah mezi ¢isly v trojici [55,60,65] ¢ V tomto pfipadé by FeSeni dil¢ich tloh
bylo prili§ ¢asové naroc¢né, vhodnéjsi je se rovnou soustiedit na feseni slozené tlohy.

Zaktim mutzeme dat k dispozici dlouhy seznam trojic, nebo je mozné vyuzit
néjaky dynamicky geometricky software (GeoGebra, Cabri aj.) a nechat si trojice
thlé generovat jeho prostfednictvim. Zak se mtize stat i aktivnim spolutviircem
ulohy, kdyz trojuhelniky v pocitaci bude sam vybirat, a tim ovliviiovat, které trojice
Cisel se stanou soucasti zadani (podrobnéji v Samkova, 2014).

Poznamka k obtiznosti: * pro tlohu a), ** pro ulohu b).

6.5 ULOHY S DYNAMICKYM VYSTUPEM

Slozime-li k sobé vice tloh se stejnou vstupni situaci, dostaneme tlohu s dynamic-
kym vystupem. Kazda dalsi diléi dloha pfidava novou vystupni situaci (otazku),
ale vstupni situace se neméni (viz obr. 10). Ulohu s dynamickym vystupem bychom
také mohli charakterizovat jako tlohu postupné informacéné vytézovanou.

Vstupni situace
ulohy1i2
Vystupni
. , Vystupni situace Ulohy 2
Obr. 10: Slozeni dvou uloh se sitimce dlohyt

stejnou vstupni situaci
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¥k exk Oloha 19: 7 12 pdrdtek miiZeme vytvorit ¢tverec, jehoZ obsah je 9 2.

o DokdZete z 12 pdrdtek vytvorit n-ihelniky s obsahem 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 §27

o S obsahem vétsim nez 9 j2?

e S necelociselnym obsahem?

e S obsahem mensim nez 17

e S libovolné velkym obsahem?

o DokdZete vytvorit n-uhelniky s n # 4, jejichZ obsah je 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 j%?
PouzZit musite vZdy vsechna pdrdatka.

Uloha je inspirovana Pehkonenovou tilohou (1992: s. 4). Velice zajimavé je obecné
feseni umoziujici vytvofit n-tithelnik s libovolnym obsahem mens$im nez 9 j2 a také
feseni pro n # 4 vyuzivajici Pythagorovu vétu k vytvoreni n-tthelnikti s obsahem 6,
5, 4a3j2

Jako pfipravnou mtzeme zvolit tlohu hledajici vSechny trojtihelniky (obdélniky,
pravidelné n-uhelniky), které je mozné z 12 paratek sestrojit.

Pozndmka k obtiZnosti tlohy: * pro feSeni, kterda mohou vyuZit ¢tvercovou sit;
** pro ostatni Feseni; *** pro kol nalézt vSechna mozna feseni, hlavné feseni pro
obsah mensi nez 3 j? pii pozadavku n # 4; * pro pfipravnou tlohu.

Vhodnou kombinaci nékolika tloh s dynamickym vystupem mizeme vytvorit
ulohu, ktera méa dynamicky vstup i vystup.

* Uloha 20: Jak velké je cislo 100007
Kolik je 10000 Zelatinovych medvidki?

o Kolik je to balicku?

o Kolik vdzi?

e Jak dlouho je budeme jist, kdyz budeme mit kazdy den jednoho medvidka?
Kolik je 10000 spaget?

e Kolik je to baleni?

e Jak dlouhy prouZek by vytvorily, kdybychom je dali za sebou?

e Kolik 100 g porci bychom z nich wvarili?

Kolik je 10000 listu papiru?
e Kolik je to baliki?
o Jak vysoky komin bychom z nich postavili?

e Jakou plochu bychom s mimi mohli vyplnit?
Kolik je 10000 minut?
e Kolik je to dni?

e Kolik je to dni skolniho vyucovdni?
e Kolik je to prospanich noci?

Za jak dlouho vyymenujes vsechna cisla od 1 do 100007
Ceské pracovni listy k dalsim badatelskym tloham jsou také na webu (FP, 2013).
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7 ZAVER

Teoretické ramce, které koresponduji s BOVM (viz oddil 4), maji za sebou v ev-
ropském i ceském kontextu vice ¢i méné dlouhou historii a ji odpovidajici objem
provedenych Setfeni. BOVM jako takové vSsak v Evropé dlouhou tradici nema, a tak
mezi publikacemi souvisejicimi s BOVM mtizeme nalézt hlavné aplikac¢ni vystupy
z projekti.

Badatelsky orientovanému vyucovani prirodovédnym predmeétiim se v posledni
dobé vénovaly dvé rozsahlé studie (Hattie, 2009; Minner, Levy & Century, 2010).
Prvni z nich analyzuje 205 dilé¢ich vyzkumt a na jejich zakladé ukazuje, ze z hle-
diska znalost{ zak ma BOV (i) nejvétsi efekt na prvnim stupni ZS a tento efekt
s postupujicim vékem zaki klesd; (ii) dvakrat vétsi vliv na procesy nez na obsah.
Druhéa studie na zakladé vyzkumné otazky Jaky je vliv badatelsky orientované viy-
uky prirodovédnijch predméti na vysledky Zdkiu zdkladnich skol? analyzuje vysledky
138 dil¢ich vyzkumi a na jejich zékladé konstatuje, ze efekt BOV neni tak vyrazné
pozitivni, jak ocekavali, ale ze u zaku indikuji zlepseni v konceptualnim porozu-
meéni prirodovédnym predméttim jako disledek aktivni participace v badatelském
procesu.

Za pozornost rozhodné stoji publikace (Bruder & Prescott, 2013), kterd uvadi
rozsahly prehled vyzkumu souvisejictho s BOV, vcetné vyzkumi zaméfenych na
korespondujici teoretické rdmce.!® Vyzkumy zaméfené pifmo na BOV jsou zde vy-
hradné z oblasti vyucovani piirodovédnym predméttim. Tato prehledova studie se
také vénuje vyzkumim, které na BOV pohlizeji kriticky. Autorky na jejich zakladé
upozornuji (s. 818), Ze obcas jsou ofekavani sméfovana smérem k BOV prilis vysoka,
zvlasté v pripadech, kdy ucitel povazuje BOV za svoji nejoblibenéjsi metodu. Jako
feSeni navrhuji dopliiovat BOV vhodnou kombinaci dalsich vyukovych metod.

V oblasti BOV a BOVM je mnoho neprobadaného, pro dalsi vyzkum v didaktice
matematiky se tak nabizi mnoho dilezitych otazek: Které strategie jsou relevantni
pro BOV a jak se je mohou zaci efektivné naucit vyuzivat? Jak se mohou zaci efek-
tivné naucit klast spravné (matematické) otazky, spravné prezentovat své zavéry?
Jak zaky pti BOV hodnotit? Jakym zpiisobem ovliviiuji tispésnost BOV okolni pod-
minky (napf. podpora uéitele)? (Bruder & Prescott, 2013: s. 820).

Dle naseho nazoru je dtlezitym predstupném implementace BOV do matema-
tického vzdélavani odpovidajici reforma vzdélavani uciteli. Jako jednu z moznych
cest vidime zavedeni badatelsky orientovanych matematickych kurzi do vysokoskol-
ské pripravy budoucich uciteld, ve kterych by si tito budouci ucitelé mohli prozit
BOVM z pozice zaka. V ramci projektu Zkvalitnovani znalosti matematického ob-
sahu u budoucich ucitelu 1. stupné prostrednictvim badatelsky orientované vyuky,
podporovaném GA CR, realizujeme badatelsky orientované kurzy aritmetiky a di-
daktiky matematiky pro studenty uéitelstvi pro 1. stupeii ZS a sledujeme vliv tohoto
typu vyucovani na jejich znalosti matematického obsahu. Vychazime z predpokladu,
Ze feseni vhodnych tloh a jejich didakticka analyza ukaze studenttim, jak dilezita
je jejich znalost matematiky a jak je nutné (a potfebné) ji vyuzivat pfi piipravé
a realizaci vyuky matematiky. Nase dosavadni zkusSenosti ukazuji, ze studenti po-
vazuji BOVM za uzitecné a jsou motivovani zucastnit se ¢innosti, které jsou na
ném zalozeny. Selhévaji ale v propojovani toho, co se naucili v teoretickych kur-
zech, s pozadavky, které na né klade didaktickd analyza tloh a realizace BOVM

157 pohledu naseho piispévku je zajimava zde uvedens anglicka studie (Boaler, 1998), ktera
sleduje vliv otevieného pfistupu k vyucovani matematice na zkuSenosti a porozuméni zakiu ve
véku 13-16 let.
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v praxi. Cestou k uplatiiovani BOVM je, podle naseho soudu, (a) zamérné postupné
budovani propojeni mezi ucebnimi obsahy zakladniho vzdélavani a matematikou
i v nedidaktickych matematickych kurzech pro budouci uéitele; (b) prokazovani uzi-
teCnosti matematiky (pomoci vhodnych témat). Vyuzivini BOVM v kurzech ma-
tematiky i jeji didaktiky vytvaii porozumeéni roli uvazovani ve vzdélavani (nejen
matematickém) a souvisejicich generalizaci, hledani shod a rozdilnosti, objevovani
pravidelnosti, vzori, dovednosti vizualizovat, najit vhodnou reprezentaci a objasnit
ji. Také se podpoti povédomi studentt o vhodné argumentaci a riiznych moznostech,
jak dospét k zavértm.
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