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Zakovské konstrukce poznatki v matematice

Nada Stehlikovd, Michaela Ulrychovd

Abstrakt

Clanek se vénuje problematice konstrukce poznatkfi v matematice zaky, konkrétné mecha-
nizmu individualni a spoleéné konstrukce poznatkt na piikladu znovuobjevovani Pytha-
gorovy véty v prostiedi ¢tvereckovaného papiru. Teoretické pozadi prace sestava z teorie
generickych modelt a konstruktivistickych pfistupt k vyuce matematiky, resp. podnétné
vyuky. Byl proveden klinicky experiment se zadky osmiletého gymnazia, pracujicimi ve sku-
pinach na feSeni vybranych tloh. Data byla ziskdna prostfednictvim participa¢niho po-
zorovani, terénnich zapisk® experimentatorky a externiho pozorovatele, zakovskych praci
a zejména videozaznamt. Strucné je popsan zpusob analyzy dat prostrednictvim tech-
nik zaloZenych na zakotvené teorii. Mezi vysledky experimentu patii charakteristika dvou
kategorii, a to (relativné) individudlni a spoleéné konstrukce poznatki, véetné jejich di-
menzi. Jsou podany konkrétni priklady téchto konstrukci. Zavérem jsou shrnuty prinosy,
ale i omezeni predlozeného vyzkumu a nastinény mozné dalsi otazky zkoumaéni.

Klic¢ova slova: konstrukce matematickych poznatki, individudlni konstrukce, spoleéna
konstrukce, teorie generickych modelt, Pythagorova véta, skupinova prace.

Pupils’ construction of
knowledge in mathematics

Abstract

The article concerns the question of the construction of mathematical knowledge by pu-
pils, namely the mechanism of individual and shared construction of knowledge on the
example of re-discovery of Pythagoras’ theorem within square grid paper. The theoretical
background of work consists of the theory of generic models and constructivist approaches
to the teaching of mathematics. A study was carried out of pupils of an 8-year secondary
grammar school, working in groups and solving carefully chosen problems. The data were
gathered through participation observation, field notes of the researcher and external ob-
server, pupils’ works and mainly videorecordings. The analysis of data via techniques based
on grounded theory is briefly described. The results of the experiment include the charac-
terisation of categories of (relatively) individual and shared constructions of knowledge,
including their dimensions. Concrete examples of these constructions are given. The me-
rits and limits of the presented study are summarised and possible questions of further
research outlined.

Key words: construction of mathematical knowledge, individual construction, shared
construction, theory of generic models, Pythagoras’ theorem, group work.

39



1 Uvobp

Studie popisovand v tomto c¢lanku je soucasti Sirsiho vyzkumu prezentovaného
v ramci dizertac¢ni prace druhé z autorek, kterd se zabyvala procesem konstrukce
matematickych poznatkt! Zdky (Ulrychovd, 2011). Vysledky fady vyzkumi v di-
daktice matematiky ukézaly, Ze na konstrukci poznatkl je tieba nahlizet jako na
socialni proces, tedy Ze nestaci popisovat, jak si buduji poznatky jednotlivci, ale ze
je tfeba zkoumat vzajemné interakce mezi zaky, at uz v prostredi kolni vyuky, nebo
klinickymi experimenty.

Protoze druhé z autorek pracuje jako ucitelka matematiky na osmiletém gymna-
ziu, zacali jsme nas vyzkum nejdiive pomoci akcéniho vijzkumu, a sice jeho koopera-
tivni varianty, kdy jde o spolupraci ucitele z praxe a vyzkumnika. Napi. J. Priicha,
E. Walterova a J. Mares (1998, s. 19) jej vymezuji jako ,druh pedagogického vy-
zkumu, jehoz tcelem je primo ovliviiovat ¢i zlepSovat urcitou ¢ast vzdélavaci praxe.
Akéni vyzkum zahrnuje intervencéni strategie, navrhuje urcéita doporuceni a pokousi
se je realizovat, prubézné sleduje efekty zmén a vyvozuje z nich dalsi postup.“ Aké¢ni
vyzkum je také mozné popsat jako systematickou reflexi profesnich situaci, ktera je
provadéna uciteli, s cilem jejich dalsiho rozvoje (Janik, 2004). Ucitel se uc¢astni sledo-
vaného jevu a tento jev se soucasné stava predmétem vyzkumu. Odbornici diskutuji,
do jaké miry je akéni vyzkum (zejména ten individudlni) ,skuteény“ vyzkum, ktery
pfispiva k rozvoji daného oboru. Napf. Ch. Breen (2003) stavi individudlni akéni
vyzkum na troven vyzkumu akademického — dochézi tedy k zavéru, ze vyzkum uci-
tele vyzkumnika odpovida legitimni formé vyzkumu. Nazory na tuto problematiku
se vsak rlizni a vzdy je tfeba vzit v ivahu zavéry konkrétniho vyzkumu a posoudit
jejich §irsi platnost.

Po provedeni nékolika vyukovych experimentii na téma Pythagorova véta jsme
dosli k zavéru, ze vzhledem k povaze zkoumané problematiky je vhodnéjsi provést
klinicky experiment. Vyukové experimenty provedené v ramci akéniho vyzkumu ne-
prinesly dostatecna data, aby je bylo mozné analyzovat — kviili autenticité vyukové
situace nebyly porizeny videozaznamy, nebyl pfitomen externi pozorovatel, ucitelka
se musela soustiedit na vyukovy cil a na své reakce na podnéty zaki, a nemohla tedy
vénovat dostatecnou pozornost terénnim zapisktim, nestihala zapisovat vyroky zakt
apod. Rozhodli jsme se tedy, Ze je tfeba pracovat s mensim poctem déti, ziskavat
data co nejvice zptsoby vcetné videozaznamil a potlacit vyukové cile ve prospéch
vyzkumnych. Teprve takovy experiment prinesl data, ktera se dala hluboce analy-
zovat z hlediska zkoumané otazky. Pravé provedeny klinicky experiment je jadrem
¢lanku.

Problematika konstrukce matematickych poznatkt tizce souvisi s otazkou, jak
probihd poznévaci proces v matematice, a s konstruktivistickymi pristupy k vyuce
matematiky. Obéma otazkam se vénuje nasledujici oddil. Mezi teoriemi popisuji-
cimi poznavaci proces v matematice jsme vybrali teorii generickych modelti, protoze
se jednd o teorii v Ceském prostfedi nejrozsitenéjsi a podle naseho nézoru dobfe
popisujici proces konstrukce poznatki.

1Zde je na misté terminologickd poznamka. Teorie didaktickych situaci (Brousseau, 1997; Cho-
pin, Novotna, 2011) rozliSuje mezi poznatkem a védomosti. Struéné feceno, uéitel u¢i védomosti,
ale poznatky si musi zak zkonstruovat sdm pomoci didaktické situace, kterou fesi. V tomto ¢lanku
vsak toto rozliSeni nepouzivame, a pokud mluvime o konstrukci poznatkid, myslime tim, ze si zak
konstruuje poznatek s porozuménim.
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2 TEORETICKE POZADI VYZKUMU

V souladu s M. Hejnym a F. Kufinou (2001, s. 103, 111) chadpeme proces uceni jako
,proces konstruovani poznatkovych struktur u jednotlivych zaki“. Tedy ne hotové
matematické struktury, ale jejich hledani je zakladnim rysem vyucovani matematice.
Podle M. Hejného (2004, s. 27-29) je proces zrozeni a budovani nového matema-
tického poznatku rozélenén do ¢tyf hladin a dvou hladinovych pfechodi (zdvihi),
které jsou jadrem poznavaciho procesu:? (1) hladina motivace, (2) hladina izolova-
nych modelti, (3) zobecnéni, (4) hladina generickych modeli,® (5) abstrakéni zdvih,
(6) hladina krystalizace (strukturalizace), hladina automatizace.

Hladina motivace je hybnym momentem celého poznéavaciho procesu. M. Hejny
a F. Kufina (2001, s. 105) chdpou motivaci jako souhrn podnétd, davodt k ur-
¢itému jednani. Klicovym motivem je rozpor mezi ,nevim®“ a ,chtél bych védét®.
M. Hejny rozlisuje dva typy motivace — tradicni a konstruktivistickou. Pomoci tra-
di¢ni motivace zamérujeme pozornost zakl na jisty jev. Nastinime napi. prakticky
problém, ktery je TesSitelny tim, co se budeme ucit, ale ktery sam ke zminénému
novému poznatku zadnym zptisobem nevede. Konstruktivistickd motivace je podle
M. Hejného charakterizovana dvéma parametry: (1) ve védomi Zaka vyvolavé tenzi
investigativni zvidavosti, (2) poukazuje na cestu k izolovanym modelim. Investiga-
tivni zvidavost je aktivni, necekd na ucitelovo FeSeni ulohy (dokonce se mu vyhyba
a nékdy je odmitd), ale vede zéka k samostatnému Feseni.

Hladina izolovangch modeli v sobé zahrnuje postupné nabyvani zkusenosti s kon-
krétnimi pfipady budouciho poznani. Izolované modely jsou reprezentanty obecného
pojmu (napf. izolovanymi modely ¢isla 3 jsou 3 jablka, 3 knofliky, ...). Riznoro-
dost a mnozstvi téchto modelil podporuje pevnéjsi vysledné poznani zaka. Izolované
modely zac¢nou na sebe nejprve vzajemné poukazovat, rizné se seskupovat a or-
ganizovat, az dojde k jejich strukturaci, k hlubsimu a operativnéjsimu vhledu do
dosavadniho poznani. Jedna se casto jen o kratky casovy interval, v némz ve védomi
vznikne genericky model (Hejny, 2004, s. 28). Proces objevovéani a objeveni generic-
kého modelu je zobecnénim. Genericky model je prototypem bud vSech, nebo jisté
skupiny izolovanych modelli, mtize zastupovat kterykoli z izolovanych modelt této
skupiny a ptsobi ve skupiné jako jeji organizacni agent. Napfiklad pouziti prsti,
popt. pocitadla, je generickym modelem pro pocitani predmeétii.

Abstrakéni zdvih podnécuje zrod abstraktniho pozndni. Soubor izolovanych a ge-
nerickych modeli je restrukturovan, a zak tak ziska novy vhled, ktery ma abstrakt-
néjsi charakter (Hejny, 2004, s. 28). Abstraktni znalost je tedy zbavena své zavislosti
na svété véci a je casto vyjadfena symbolickym zaznamem, ktery novou strukturu
reprezentuje — napt. pomoci matematické symboliky.

Znalost, kterd neni opfena o zadny izolovany model, o zddnou konkrétni ptfed-
stavu, je obvykle silné formdini. Zak ji ve védomi uchovava jako pamétovy tidaj bez
uc¢inného propojeni na jiné poznatky a bez schopnosti pouzit ji v jinych nez stan-
dardnich situacich. V takovém piipadé spociva reedukace v dobudovani chybéjicich
predstav (tedy izolovanych a generickych modelt).

Proces konstrukce poznatkt je jiz ze své podstaty neukonceny. Otazkou je, kdy
je mozno povazovat poznatek za ,zkonstruovany“. Mizeme napi. ocekavat, ze se
tak stane ve chvili, kdy je pripraven na takové drovni, aby ho zak dokazal dobte

2Hranice mezi témito hladinami jsou neostré, jednotlivé hladiny se prekryvaji. Hladina motivace
je aktivni v pribéhu celého procesu.

3Ve starsi literatuie pouziva M. Hejny pojmy separované a univerzalni modely. V novéjsi lite-
ratufe se objevuji pojmy izolované a generické modely.
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vyuzivat (tedy i v nestandardnich tlohéch). K tomu je potfeba tento poznatek kon-
solidovat (Hershkowitz, Schwarz, Dreyfus, 2001); v jazyce teorie generickych mo-
delit musi tento poznatek krystalizovat. Na hladiné krystalizace se nové poznéani
propojuje s predchozimi védomostmi — nejprve na trovni modelii, potom na trovni
abstraktniho poznéani. Jde tedy o rozsitovani poznatku. Objevuji se dalsi izolované
a generické modely a dochazi k propojeni nového poznatku s poznatky predchozimi
i novymi. Jedn4 se obvykle o dlouhodoby proces (Hejny, 2004, s. 29).* ProtoZe jsme
v nasich experimentech nesledovali vyvoj konstrukce poznatku z dlouhodobého hle-
diska, budeme zde konstrukci poznatku myslet okamzik, kdy se poznatek poprvé
objevi v mysli Z4ka.®

Teorie generickych modeli popisuje proces konstrukce poznatkil z hlediska ko-
gnitivniho vyvoje zaka. Uceni vSak neni individudlnim procesem, k némuz dochazi
u jedince, ale je chapano jako proces aktivni konstrukce poznatkt zakem v interak-
tivnim ucebnim prostiedi (napf¥. Steinbring, 2005, s. 62), kde do interakce vstupuji
zaci, ucitel, ucebni latka a dalsi proménné. To jsme méli pti realizaci nasich experi-
mentil na paméti.

7, mnoha domacich i zahrani¢nich vyzkumt vime, Ze tuc¢innost vyuky nartsta,
kdyz respektuje mechanizmus poznavaciho procesu. Tomu dobfe vyhovuje konstruk-
tivisticky pojaté vyucovani matematice, pro které je podle M. Hejného a F. Kufiny
(2001, s. 162) charakteristické ,aktivni vytvareni ¢asti matematiky v dusevnim svété
ditéte“. Podle konstruktivistického presvédceni je tedy k nabyti poznani nutna inte-
lektuélni aktivita zaka. Diilezitou roli hraje zdkova vnitini motivace; ilohou ucitele
je tuto motivaci navozovat. Protoze se vyuka odehrava v kolektivu, pisobici faktory
jsou jak socialni, tak psychologické i kognitivni. , Soucinnosti vSech faktort je ve
tridé vytvareno jisté prostfedi a cilem konstruktivisticky zaméreného ucitele je, aby
toto prostiedi bylo podnétné, aby povzbuzovalo zvidavost zakt, aby jim dopialo
pocit radosti z nového poznani i pocit socidlni seberealizace (Stehlikova, 2004b,
s. 16-17).

Ve vyuce hraji klicovou roli pouzité tlohy. Nékteré tlohy jsou pro podnétné vy-
ucovani vhodnéjsi, jiné méné vhodné. Za tlohu vhodnou pro podnétné vyucovani
povazuje napt. D. Jirotkova (2010, s. 231) takovou tulohu, kterd (1) je pro Fesi-
tele nestandardni — musi vyvinout intelektudlni usili, aby ji vytesil, (2) je k Fesiteli
vstficna — je schopen ulohu uchopit a ma jistou predstavu, co s ni mé délat, (3) ma
nastavitelnou obtiznost, kterou si pripadné muize volit fesitel sdm. Podnétnym pro-
stfedim podle N. Stehlikové (2007, s. 20) muZe byt problém, projekt nebo série
uloh, které ,maji zdka motivovat k vlastnimu poznavani matematiky, a jejich feSeni
mé vést ke konstrukci nového matematického poznani. Mize se jednat o problém
z praxe, ale i o problém c¢isté matematicky. K jeho feseni vyuziva zak své dosavadni
poznatky a zkuSenosti, ale mize téz vyhledavat v literatute, v ucebnicich, u kolegti
apod.“

I kdyz je konstruktivizmus priméarné teorii uceni, teorii epistemologickou, je jeji
projekce do prace ucitele i teorii vyucovani. V nasem pojeti se zde mluvi o podnét-
ném vyucovani, které lze popsat souborem charakteristik: motivuje zéky (k vlast-
nimu objevovani, ke spolupraci apod.), klade diraz na aktivitu zakd, povzbuzuje
zvidavost zakt, podnécuje jejich tvofivost a vibec tviréi klima, d4 moznost za-
kiim pouzit pfi feseni tlohy rizné strategie, dava zaktim moznost vytvorit si dosta-

4Na predchézejici proces navazuje hladina automatizace, kterd vsak nendlezi do poznavaciho
procesu, protoze zde nedochazi k novému poznéni, ale k nacviku poznaného.

5Je jasné, Ze o tom se pozorovatel dozvi jen zprostiedkované, napf. tim, ze zak néco fekne,
napise, vyresi tlohu apod.
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tecné mnozstvi izolovanych modelti, aby se zamezilo formalnimu poznani, vede zaky
k objevovani, zduvodnovani a formulaci vlastnich myslenek, k ovérovani spravnosti,
diskuzim, experimentovani atd.

3 METODOLOGIE

V tomto ¢lanku se soustfedime na jednu z vyzkumnych otézek, uvedenou v (Ulry-
chova, 2011), a to Jaky je mechanizmus individudini a spoleéné konstrukce po-
znatki u Zaku urcitého rocniku ma prikladu re-konstrukce poznatku Pythagorova
véta.

Jako vyzkumna metoda byl pouzit vyukovy experiment. Tento experiment vy-
zkumnik organizuje s ur¢itym zamérem — chce néco ovérit, zjistit, podrobnéji popsat
apod. Snazi se tedy kontrolovat co nejvice proménnych, coz byva v pedagogickém
vyzkumu problém. V nasem pripadé bylo pfedem urceno: misto, cas, délka trvani
a cilova skupina, cil, téma rozpracované do tloh, forma prace, mira pomoci zaktim
a zpusob sbéru dat.

Experiment byl proveden se zaky kvarty osmiletého studia (odpovidajici 9. roc-
niku zakladni gkoly) v ¢ervnu 2008; druhé z autorek znala zaky z hodin némeckého
jazyka, ale nebyla jejich ucitelkou matematiky. Vystupovala tedy pouze v roli expe-
rimentatorky. Experiment byl koncipovan jako klinicky, i¢astnil se ho mensi pocet
zakt, vyukové cile byly potlaceny ve prospéch vyzkumnych a jako zdroj dat bylo
zvoleno participacni pozorovani, terénni zapisky, zakovské prace a diskuze se zaky
(v pribéhu hodiny) a zejména videonahravka celého pribéhu experimentu a pii-
tomnost externiho pozorovatele. Byly pouzity ¢tyfi videokamery, aby bylo mozné
nahrat praci vSech skupin.

Jako téma byla zvolena Pythagorova véta objevovand metodou postupného uvol-
novdni konstant (viz také Jirotkova, 2010). Tato véta byla zakim znama jiz ze
sekundy, kde jim byla pfedlozena tradi¢nim instruktivnim zptisobem. Sekundarnim
cilem experimentu bylo tedy zjistit, do jaké miry budou zaci schopni propojit si jiz
zndmy poznatek, s nimz se setkali v jednom kontextu, na poznatek v ramci kon-
textu ¢tvereckovaného papiru. Zaci v prostiedi ¢tvereckovaného papiru v hodinéch
matematiky bézné nepracovali.

Vzhledem k vizkumné otézce byla zvolena skupinové forma prace. Zaci méli fesit
dané tulohy zformulované na jednotlivych pracovnich listech, které jim experimen-
tatorka planovala davat postupné, vzdy po vyfeseni predchézejici tlohy, a nahlas
mezi sebou tlohy fesit, zdivodnovat sva feSeni a argumentovat. Experimentu se
tcastnilo celkem 13 zaku (3 chlapci a 10 divek) rozdélenych do 4 skupin (1 sku-
pina po ¢tyfech a 3 skupiny po tfech zéacich). Tato forma prace vyzadovala urcitou
miru samostatnosti, na kterou vsak zaci nebyli zvykli, protoze v jejich hodinach ma-
tematiky znac¢né prevladala frontalni forma vyjuky. Toho si byla experimentatorka
védoma a ocekavala mozné problémy s tim, ze zaci budou vyzadovat vétsi miru
pomoci.

Byly pripraveny pracovni listy, aby mohli zaci pracovat ve skupinich co nej-
samostatnéji a s co nejmensi intervenci vyucujici. Ulohy byly pfipraveny tak, aby
vedly ke konstruktivistické motivaci, tedy mély ukazat cestu k izolovanym modeliim
Pythagorovy véty.

Nejdiive byla se zaky dohodnuta symbolika: napi. ¢tverec nad tseckou v tloze
3a je oznacen jako —7 (1 krok doprava a 1 krok nahoru).
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Tab. 1

Uloha 1 a) Zapiste symbolicky, jak se dostanete z bodu A do bodu B. Ve
¢tvercové siti se miizete pohybovat pouze vodorovné a svisle.

4

B

A

4
b) Najdéte nejkratsi cestu z bodu A do bodu B. Zdtvodnéte své
tvrzeni. Ve Ctvercové siti se muzete opét pohybovat pouze
vodorovné a svisle.

Uloha 2 Vytvorte k tseéce AB z tlohy 1 ¢tverec. Vrcholy ¢tverce musi lezet
pouze v uzlovych bodech ¢tvercové sité. Popiste podrobné, jak jste
postupovali.

Uloha 3 Podobné jako v tloze 2 nacrtnéte prislusné ctverce a zjistéte jejich
obsah

a) b) c)
Uloha 4 Zkoumejte vztah mezi délkou strany ¢tverct z tlohy 3 a jejich
obsahem. (V prfipadé nutnosti pozadejte o 1., popf. 2. ndpovédu.)
Uloha 4 Vytvorte tabulky, ve kterych zafixujete svislé kroky 1 a nechate pro-
(1. napov.) | bihat vodorovné kroky — (napi. od 0 do m), abyste prosli vSechny
moznosti.

Uloha 4 Zapiste obsahy c¢tverct do tabulky a poté zkoumejte vztah mezi dél-
(2. napov.) | kou strany ¢tverct a jejich obsahem.

01 0| 2 0|n
1171 1] 2 1 | n
2 11 2| 2 2 | n
311 3| 2 3| n
4 |1 4 | 2 4 | n
m | 1 m | 2 m | n

PozZNAMKY K RESENI ULOH

Uloha 1: Tato tloha byla pFipravna a méla zaky seznamit s prostiednim ¢tvereckova-
ného papiru a se symbolikou, kteréd se vyuziva dale. Symbolickym zépisem muize byt
napt. Sipkovy zapis A ——117 B, A —=117— B apod. Experimentatorka zpresnila
zadani tlohy v pribéhu experimentu vysvétlenim, ze ,symbolicky znamené napf.
pomoci znaki“, a u ¢asti b) vedla zéky k nalezeni vice cest.

Uloha 2: Pokud to bylo nutné, experimentatorka upiesnila, Ze se jedna o Gtverec
ABCD, tedy ze tsecka AB je stranou hledaného ¢tverce. Na zakladé predchozich
experimentl jsme ocekavali, Ze se objevi jak strategie konstrukce ¢tverce vyuzivajici
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potencialu ¢tvereckovaného papiru, tak konstrukce na c¢istém papiru pomoci ryso-
vacich pomtcek.

Uloha 3: Oc¢ekavali jsme nékolik typt feseni: a) Metoda rozkladu, kdy je Gtverec
rozdé€len na ¢tverec a ¢tyfi pravouhlé trojihelniky, u nichz uz zaci umi nalézt ob-
sah, b) metoda ramovani, kdy je ¢tverec vepsan do nejmensiho mozného mfizového
¢tverce, u néhoz zaci uméji najit obsah, a od tohoto obsahu se odecte obsah ¢tyt
pravouhlych trojihelnikd (viz obr. 2 niZe), c¢) pouziti vzorci. Podle nasich zkuse-
nosti je prvni strategie u zaki tohoto véku castéjsi a pro zaky jednodussi. Zpravidla
ji spontanné objevi.

Uloha 4: Ctverec sestrojeny nad tise¢kou je vlastné étverec sestrojeny nad pfeponou
pravouhlého trojahelniku (viz napf¥. obr. 4 niZe). Vysledkem zobecnéni tdaji v ta-
bulkéch je Pythagorova véta a cilem tlohy bylo znovuobjeveni této véty. (Uloha je
vice diskutovéna nize.)

4 PRUBEH EXPERIMENTU

Experiment byl proveden ve skolni tfidé ve dvou po sobé jdoucich vyucovacich ho-
dinach. Po celou dobu byla tucastna externi pozorovatelka. Ve tfidé byly ¢tyfi vi-
deokamery, kazda byla namifena na jednu skupinu tak, aby zabirala vSechny zaky
ve skupiné. Zaci s pfitomnosti kamer souhlasili a béhem experimentu se zdalo, Ze
nemaji s nata¢enim zadny problém.

Z4ci pracovali samostatné na jednotlivych tlohach, experimentatorka obchézela
tfidu a vsimala si, jak pracuji. O tom si délala poznamky, stejné jako externi po-
zorovatelka. Protoze se nejednalo o hodinu matematiky a byly pfitomny kamery,
lze predpokladat, Ze pro zaky byla tato situace pomérné neobvykld a nepocitovali ji
jako béznou hodinu matematiky. Na druhou stranu na né nebyl vyvijen zadny tlak,
co se tyce ziskavani matematickych poznatk.

Na zacatku hodiny po spolecném tuvodu, kdy experimentatorka zaky pozadala,
aby se snazili sva FeSseni co nejpodrobnéji popisovat, je vyzvala, aby se rozdélili
do ¢tyt skupin podle svého uvazeni. To probéhlo bez problémt. V kazdé skupiné
byla zadana prvni tiloha na samostatném listu papiru a zaci zacali pracovat. Po
vyTeseni zadané ulohy se skupiny ptihlasily, aby jednotlivé mohly okomentovat své
feseni a aby dostaly nasledujici tlohu. Zde zacaly vznikat prostoje, protoze nékteré
skupiny musely cekat, nez experimentatorka vyslechla feseni jinych, a to snizovalo
jejich koncentraci na praci a zvySovalo tinavu. Experimentatorka vsak nechtéla, aby
jednotlivé skupiny navzajem poslouchaly sva feSeni. P¥i komunikaci s zaky v jednot-
livych skupinach se vzdy snazila, aby je co nejméné navadéla a ovliviiovala. Hlavnim
cilem bylo pochopit jejich feseni, aby mohla nasledné adekvatné analyzovat jejich
praci a proces, jakym si tvoii poznatky.

U dlohy 4 byly pripraveny dvé napovédy pro ptipad, ze by zaci nevédéli, jak
pokracovat. Prvni ndpovéda (viz tab. 1) byla v pribéhu experimentu doplnéna takto:
Existuje mezi danymi ddaji a obsahem ctverce urcitd zdvislost? Plivodni napovéda
nebyla totiz zakdm srozumitelna. Skupina 2 se ndpovédé bréanila a snazila se tlohy
vytesit bez ni. Ostatni skupiny napovédu ptijaly.

Externi pozorovatelku prekvapilo, jak moc byli Zaci vstiicni k feseni tiloh, ale také
vii¢i sobé. Pracovali dobfe, nesnazili se skoncit diive, pracovali navzdory tomu, ze
nemuseli. V priibéhu realizace experimentu vsak prece jen pozornost trochu poklesla.

Podrobné je prace vSech ¢tyf skupin popsdna v disertaéni praci (Ulrychova,
2011). Zde se — vzhledem k vyzkumné otdzce — podivame na to, jak se jednot-
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livi ¢lenové skupiny zapojovali do prace, a alespon ramcové popiseme, jaké strategie
feseni tloh se objevily. Ve skupiné 1 se nejvice do prace zapojovaly Nela® a Anezka,
které praci vedly, o trochu méné Klara. Marcela vétsinou praci divek jen pozorovala.
Ve skupiné 2 se do prace prili§ nezapojovala Claudie a spise se ocitla v roli pozo-
rovatelky. Pro divky v této skupiné bylo typické, Ze hodné tusili vénovaly poradku
na stole. Skupina 3 pracovala na tlohach podle odhadu pozorovatelky pouze pii-
blizné jednu tfetinu Casu, jinak se bavili o nécem jiném. Praci skupiny fidila Bara.
Ve skupiné 4 probihala prace pouze mezi Davidem a Jakubem; Martin se ¢asto bavil
s divkami ze skupiny 3.

Tabulka 2 stru¢né popisuje pouzity zptiisob feseni danych tloh jednotlivymi sku-
pinami. Radky obsahuji jednotlivé strategie feseni tiloh, u nichz je vzdy uvedeno,
ktera skupina ¢i skupiny je vyuzily.

Jak je vidét z tabulky 2, Zaci vesmés pouzivali Pythagorovu vétu spontanné jiz
pii vypocétu délky strany ¢tverce, jehoz obsah méli poéitat.” K souvislosti tilohy 4
s Pythagorovou vétou dospély tii skupiny, z nichz dvé to téz explicitné vyjadrily.

5 ANALYZA EXPERIMENTU

Pro podrobnou analyzu byla vybrana skupina 1. Divodem bylo, ze divky z této
skupiny dobte spolupracovaly, byly aktivni, ochotné na kameru popisovaly sva feSeni
a 7zivé s experimentatorkou o své praci hovorily. Videozaznam jejich prace byl pfepsan
do protokolu o 39 stranach a podroben analyze z hlediska vyzkumné otazky, a to
pomoci technik zakotvené teorie.® U skupin 2 aZ 4 byl na zikladé videozaznamii
pofizen strucnéjsi zapis o jejich praci tak, aby bylo mozno popsat ,dé€jové linie“,
tedy shrnuti procesu, jak fesily tlohy. Na zakladé vysledkti podrobné analyzy prace
skupiny 1 byla pak analyzovana i prace skupin 2 az 4. Vzhledem k omezenému
rozsahu c¢lanku bude podrobnéji ilustrovana analyza prace skupiny 1 a nasledné
shrnuty vysledky, k nimz jsme dospéli na zadkladé prace vsech ¢tyt skupin.

V celém procesu feseni ¢tyf zadanych tloh byla identifikovana konstrukce péti
poznatkl: P1 — symbolicky zapis, P2 — rovnost nejkratsich cest, P3 — postup kon-
strukce miizového c¢tverce, P4 — strategie hledani obsahu mrizového ¢tverce, P5 —
tvorba systematického pristupu. Zde se budeme vénovat zejména poznatku P4.

6Byla pouZita jind jména.

"Vybavila se jim tedy, kdyz méli hledat délku sikmé mifzové tisecky — vSimli si ziejmé okamzité
pravouhlého trojuhelnika, u néhoz byla dana tsecka preponou.

8Pojem zakotvend znamend, e zavéry, které u¢inime na zadkladé analyzy, jsou zakotvené
(,grounded*) v redlnych tdajich, tzn. nevznikly teoreticky. Jednd se o opak toho, kdy vyzkum-
nik formuluje urc¢itou teorii, kterou pak chce potvrdit, nebo vyvratit experimentem. U metody
zakotvené teorie pfistupuje vyzkumnik k datiim bez pfedchozi teorie, ta teprve postupné vystu-
puje z analyzy (Strauss, Corbinova, 1999, s. 14, 191). Zakladem této metody je odhaleni a ana-
Iyza jevi, které umozinuji porozumeét podstaté zkoumaného problému. Jadrem zakotvené teorie je
faze kédovani. Oteviené kddovani je proces rozebirani, prozkoumavani, porovndvani, pojmenovani
(konceptualizace) a kategorizace idajii. Vysledkem tohoto procesu jsou pojmy a kategorie, které
jsou zakladnimi stavebnimi kameny teorie. Azxidini kddovdni je soubor postuptd, pomoci nichz jsou
udaje po otevieném kédovani znovu usporadany novym zptsobem, prostfednictvim vytvareni spo-
jeni mezi kategoriemi. Vznika struktura kategorii a jejich podkategorii. Kategorie jsou nasledné
podrobnéji rozpracovany. Selektivni kddovdni je proces, kdy se vybere zpravidla jedna centralni
kategorie, kolem které je organizovan zdkladni analyticky pfibéh. Jako centralni kategorie byla
v rdmci dvou vyukovych experimentil, predchézejicich experimentu popisovanému v tomto ¢lanku.
identifikovana kategorie Konstrukce matematickych poznatkt. Podrobnéji je celd analjza popsana
a ilustrovana v (Ulrychova, 2011).

Scientia in educatione 46 2(2), 2011, p. 39-58



Tab. 2

Uloha 1 — Uloha 2 — Uloha 3 — obsah Uloha 4 —
Sipkovy zapis | konstrukce mriZového ¢tverce | odhaleni vztahu
c¢tverce nad pro PV
useckou

pfimo na Ctve-
reckovaném
papife; viz
obr. 1 vlevo
(skup. 2, 3 a 4)

pomoci kolmic
a s vyuzitim
potencialu ¢tve-
reckovaného
papiru — ,,dva
nahoru a jeden
doleva“ apod.
(skup. 1, 2 a 3)

soucet obsahu ctverce
a 4 trojuhelnikt; viz
obr. 2; jednotkou
obsahu je ¢tverec

0,5 cm x 0,5 cm*
(skup. 1)

viz popis
v odstavei 6 a obr. 8
(skup. 1)

mimo pomoci jako vyse, jen s pomoci
¢tvereckovany | pravitka jednotkou obsahu je | experimentatorky
papir; viz s ryskou ¢tverec 1 cm X 1 cm; | nalezen vztah
obr. 1 vpravo | a nanéseni viz obr. 2** od m? +n?=9, kde m
(skup. 1 a 4) vzdélenosti skupiny 2 (skup. 2, 4) | a n jsou odvésny
(skup. 2) a S obsah ctverce
nad preponou
daného pravoihlého
trojihelnika;
skupina 2 explicitné
nerekla, ze se jedna
o Pythagorovu vétu
otaceni nalezeni délky strany | na prikladu
obdélnika 2 x 1 | ¢tverce pomoci konkrétniho
(skup. 4 — Pythagorovy véty trojuhelniku (obr. 4)
obr. 3) a dale vyuziti vzorce | vysvétleno, Ze se

pro obsah ctverce;
jednotkou obsahu je
0,5 cm x 0,5 cm
(skup. 1, 2, 3 a 4)

jedna o Pythagorovu
vétu a ze to pajde
vzdy (skup. 3)

nalezeni délky strany
¢tverce pomoci
Pythagorovy véty

a dale vyuziti vzorce
pro obsah ¢tverce;
jednotkou obsahu je
1 cm x 1 cm (skup. 4)

zméreni délky strany
¢tverce pravitkem

a pak vyuziti vzorce
pro obsah ¢tverce
(skup. 1 a 4)

*Skutecna délka strany ¢tvercové sité.

**Je zajimavé, Ze se zde objevuje i rdmovani ¢tverce, jehoz obsah se zjistuje, do vétsiho ¢tverce,

ovSem zakyné tuto strategii viibec nepopisovaly.
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Obr. 3
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Obr. 4

Podrobné analyza prace skupiny 1 byla provedena na tfech tirovnich:

1. Vysledek, k némuz se skupina v konstrukcich jednotlivych poznatkt dobrala
(Tesitelské strategie).

2. Cesta, jakou to divky jako skupina udélaly.
3. Cely proces z hlediska jednotlivych ¢lenek skupiny.

Vysledek analyzy byl zaznamenan do tabulky, kterou je mozné ¢ist po fadcich pred-
stavujicich jednotlivé irovné analyzy i sloupcich predstavujicich jednotlivé poznatky;,
k nimZ se mély divky fesenim uloh dobrat (v tab. 3 je ukazan pfiklad konstrukce
poznatku P4 Strategie hleddni obsahu ¢tverce u ilohy 3a). Ve druhém fadku ziskame
predstavu o tom, jaky zptsob feseni divky nakonec spolec¢né vytvorily. Ve tietim se
doc¢teme o procesu, jakym tento zptsob feseni vznikal. V dalSich ¢tyrech fadcich je
mozné projit celym procesem FeSeni tlohy z pohledu kazdé divky ze skupiny (pro
struénost pouzivame v tab. 3 jen jejich inicidly). Do téchto Fadki jsou vybrany po-
zorovatelné projevy divek ukazujici na to, jak asi uvazovaly. Pokud ¢teme tabulku
po sloupcich, pak se smérem dolt zvysuje podrobnost celého popisu konstrukce po-
znatku.
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Tab. 3

Konstruované | Strategie hleddni obsahu ctverce u ulohy 3a (P4)
poznatky

Urovern 1 Rozfezani ¢tverce na jednotlivé ¢asti (v tomto piipadé

Visledek prdce | 4 trojuhelniky) a jejich preskladéni, tedy slozeni dvou

celé skupiny jednotkovych ¢étvercii ze ¢tyf shodnych trojihelniki (viz obr. 6
v odstavci 6).

Uroven 2 A. za¢ne premyslet s N. nad délkou strany ¢tverce —T,

Proces K. napadne TesSeni, ze obsah ¢tverce jsou dva ctverecky, tuto

konstrukce myslenku postfehne N.; A. a N. nedojdou zatim k zavéru (drzi

poznatku celé | se své myslenky, Ze jde o ,a krat a“). N. zopakuje presvédcivé

skupiny feseni K., Ze obsah ¢tverce jsou dva Ctverecky, a rozviji ho:

,Protoze tady jsou takhle ty trojuhelnicky.“ K. to komentuje
,JO, ja uz to vidim.“, jakoby to az ted pochopila. A. vnima
navrh feseni N. a ujme se déle feSeni tlohy, N. ji prizvukuje

a snazi se A. doplnovat. Na zavér A. a K. dopocitaji konkrétni
vypocet obsahu.

Uroven 3 N. premysli s A. nad délkou strany ¢tverce —7T, ale zaroven
Proces vnima i poznamku K. o obsahu ¢tverce a nasledné pak zopakuje
konstrukce feseni Klary a rozvine ho: ,No jsou to dva ¢tverecky, ze jo,
Nely protoze tady jsou takhle ty trojihelnicky.“ N. byla ziejmé

inspirovana fesenim K., protoze kdyz K. své feseni vyslovila,
nikdo na K. nereagoval, jen N. se na ni udivené podivala.
Potom se ujme s A. dale feseni tlohy, N. ji spise doplnuje.

Proces A. nejprve premysli nad délkou strany ¢tverce —71. Poté, kdyz
konstrukce nedojde k zadnému zavéru, zacne vnimat navrh feseni N., ze
Anezky obsah ¢tverce jsou dva ctverecky, a ujme se dale feseni tlohy:

»,Jo, tak dobfe. Tak a krat a krat 2.“, a krat a je jeden
¢tverecek, krat 2 je druhy c¢tverecek.“. To prevzala od N. a dale
se ujala TeSeni ulohy. Na zavér dopocitaji A. a K. konkrétni
vypocet obsahu.

Proces ,Obsah jsou dva ¢tverecky,“ prohlasi celkem jisté na zacatku

konstrukce a pak se jiz hned pfipoji k diskuzi A. a N. nad délkou strany

Klary ¢tverce — 7. Potom jiz ptihlizi k praci A. a N. Na zaveér
dopocitaji A. a K. konkrétni hodnotu obsahu.

Proces Pokud lze soudit, pouze ptihlizi.

konstrukce

Marcely

Na zakladé rozepsani konstrukce jednotlivych poznatkd byly nasledné identifiko-
vany pripady, kdy byly tyto poznatky pravdépodobné vytvoreny ve spolupraci a kdy
viceméné individualné, a soucasné byla pozornost vénovana tomu, co k témto kon-
strukcim vedlo. Tato analyza byla nasledné zopakovana u popisu prace ostatnich tii
skupin, kdy bylo opét vyuzito videozédznamu a zakovskych praci. Nékteré vysledky
shrnuje nasledujici oddil.

6 VYSLEDKY EXPERIMENTU

Nyni se podivame na vysledky analyzy u vSech ¢tyr skupin z hlediska vyzkumné
otazky. Cely proces konstrukce poznatkt mizeme vizualizovat schématem na obr. 5.
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Schéma ukazuje centralni kategorii Konstrukce poznatkt a jeji dvé podkategorie. Ty
jsou charakterizovany svymi dimenzemi.

Konstrukce
poznatku

Spolecna
konstrukce
poznatku

Individualni
konstrukce
poznatku

Charakter

fizeni/ ovlivnéni Charakter
konstrukce spoluprdce
poznatku jingm zaku Povaha implicitni role treti

osoby (napf. uditele,
experimentdtora, rodice).

Charakter
fizeni/ ovlivnéni
konstrukce poznatku
ucitelem/ exper./

Charakter formdlnosti
prevzeti poznatku
(,ovlastnéni”) od jiné
osoby

Obr. 5

Jak jiz bylo feceno, dilezitou soucasti poznévaciho procesu je motivace. V nasem
ptipadé byli zaci motivovani neobvyklou situaci (experimentatorka jim vysvétlila, ze
jsou ucastniky experimentu) i zadanymi tlohami a samoziejmé tim, Ze se jim dafilo
nachéazet Teseni tloh. Ty byly pro né sice neobvyklé, ale soucasné byly gradovany
tak, ze vSichni zucastnéni zaci dokazali s jejich TfeSenim zacit. Ziskané data nam vsak
neumoziuji analyzovat, pro¢ byli nékteri Zaci (napf. ve skupiné 1) motivovéani vice
nez jini (napft. ve skupiné 3), tedy pro¢ bylo jejich pracovni nasazeni rizné. To by
bylo mozné snad jen za ptedpokladu, ze by byly provedeny rozhovory s jednotlivymi
zaky a ziskana dalsi data napt. od jejich ucitele matematiky (tfeba jaky maji vztah
k matematice, jak si v matematice véti apod.).

6.1 INDIVIDUALNI KONSTRUKCE POZNATKU

Pfi individudlni (samostatné) konstrukei si zak buduje poznatek sdm, bez o¢ividného
podnétu ostatnich zakt. Role ucitele je v tomto procesu spise implicitni, tedy dana
vybérem tloh, které zak Tesi. Jinak zaka ucitel nijak nefidi. Je nutné si vsak uvédo-
mit, ze to lze tvrdit jen do té miry, do které jsme to schopni z vnéjsich projevi zaka
posoudit; proto by bylo mozna na misté mluvit o konstrukci relativné individudlni.

U skupiny 1 bylo identifikovano nékolik moznych individudlnich konstrukei po-
znatkid. Napf. u poznatku P4, kdy ziejmé doslo k individualni konstrukei vypoctu
délky strany miizového ¢tverce pomoci Pythagorovy véty u Nely a také u Anezky.
Nela si vzala pracovni list s ilohami 3a) a 3b), Anezka pracovni list s lohou 3c),
a obé zacaly samostatné Tesit prislusnou tlohu. Nela se po chvilce TeSeni zeptala:
yotrana a se rovna strané b, ze jo?“ Potfebovala ujisténi, nikdo ji vSsak neodpovédél.
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Svym vyrokem ziejmé myslela, Ze se jedna o rovnoramenny trojihelnik, tedy délky
dvou stran trojthelnika se rovnaji. Nésledné napsala a? + a® = b* (viz obr. 6), kde
v8ak pismena a a b vystupuji v jiné roli (jedno oznacuje rameno a jedno pieponu).
Tento rozpor nikdo nekomentoval. Nela vypracovala celou tlohu sama. Anezka za-
roveil napsala v tloze 3c): ¢* = a? + b%; Nela a Anezka od sebe neopisovaly. Anezka
a Klara sice spolupracovaly, ale Anezka se ujala vedeni prace. Ke konci Klara Anezku
trochu znejistila, Ze to takto nemuze vypocitat. Tak Anezka odlozila list s ilohou 3c¢)
stranou a zacala Tesit ilohu 3b): , Tady to ptijde. Anezka zde opét navrhla zpiisob
feSeni pomoci Pythagorovy véty.

Obr. 6 Obr. 7

Dalsim prikladem individualni konstrukce poznatku je konstrukce poznatku P5
u ulohy 4. Nela pracovala sama, snazila se najit néjakou zavislost z tlohy 3 a také
se snazila zprehlednit jednotlivé pripady. To ji vSak k feSseni nedovedlo. Nepo-
mohla ani prvni ndpovéda, teprve az preformulovani zadani tlohy experimentator-
kou (u Nely tedy patrné doslo k individualni konstrukei poznatku s vys$$i mirou
Fizenosti). Nela se dala do psani a popsala sama postup feseni: ,KdyZ je ¢tverec
poloZen uhlopfi¢né a ja se chci dostat z bodu A do bodu B, vzdycky jdu néja-
kou vzdalenost nahoru a urcitou vzdalenost doprava. Tim se mi vytvofi pravouhly
trojuhelnik. Pfepona toho trojihelniku je strana c¢tverce.“ Nela si dale urcila jed-
notku, coz je mozno povazovat za individualni konstrukci poznatku Urcent jednotky
v puvodni individualni konstrukci poznatku Hleddani zdvislosti.

Obr. 8

Nela dale pokracovala v feSeni tlohy — nakreslila tthlopfi¢né miizovy ctverec
———1 (viz obr. 7). Snazila se tedy uchopit tlohu obecné, bez ohledu na délku
strany ctverce. Experimentatorka se zeptala: ,,Jak vypocitate obsah toho Ctverce,
kdyz neznate délku strany?“ Nela popsala postup pomoci dokresleni pravotuhlého
trojihelniku o stranach m a n ke strané ¢tverce a pomoci odkazu na predchozi kon-
krétni pripad zapsala v podstaté obecné feseni tlohy. To néasledné popsala i symbo-
licky jako S = v/m?2 + n2-v/m?2 + n2 (viz obr. 8). Miizeme tedy ¥ici, Ze u Nely doslo
k individualni konstrukci poznatku P5 zobecnénim konkrétnich piipadi, i kdyz toto
zobecnéni nebylo udélano pomoci tabulky. Figura na obr. 7 je pro ni generickym
modelem situace.

U Aleny ze skupiny 2 bylo mozno vysledovat individudlni konstrukci poznatku
s vyss$i mirou fizenosti ucitelem u feseni tlohy 4. Divky neporozumély presné za-
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dani, napovédu dostat nechtély, a tak se jim experimentatorka pokusila preformu-
lovat zadani tlohy. Chtéla, aby se zamyslely nad tim, jakym zptisobem mizeme
charakterizovat stranu c¢tverce, ktery si divky nakreslily v tloze 4. Divky nejdiive
nechapaly, co mysli. Experimentatorka pripomnéla divkam tlohu 3 a Alena urcila, ze
vzdycky jde o nékolik ¢tvereckt nahoru a pak doprava. Experimentatorku zajimalo,
jestli i v tomto pfipadé nelze ziskat danou stranu obdobné. Alena dokreslila k horni
strané ¢tverce 5 x 5 pravouhly trojihelnik (viz obr. 9). Poté s pomoci experimenta-
torky zobecnila délky odvésen m a n pro obecny pripad, dokreslila nad obé odvésny
piislusné étverce a urcila, ze m? + n? je rovno obsahu ¢tverce nad preponou. Tento
obsah oznacila S. Figura na obr. 9 je pro divky generickym modelem.

6.2 SPOLECNA KONSTRUKCE POZNATKU

Spolecna konstrukce poznatku je takova konstrukce, na niz se podili vice nez jeden
zak. Poznatek jiz neni ,individualnim konstruktem jednotlivce, ale stava se majet-
kem celé skupiny“ (Stehlikova, 2004a, s. 288), ovSem jen potud, pokud se pozna-
tek v poznatkové struktufe zaka neulozi jako formalni, pokud si ho zak ,ovlastni®
a pokud se objevi propojeni na dalsi poznatky. Charakter tohoto ovlastnéni, resp.
charakter formdlnosti prijeti poznatku, ktery navrhl nékdo jiny (napf. jiny zék), je
pak dtilezitou dimenzi kategorie spolecné konstrukce poznatku.

Nejen v popsaném experimentu, ale i v ostatnich (viz Ulrychova, 2011) se jasné
ukézalo, Ze proces spolecné konstrukce poznatku neni linearni, kdy zak A ujde kou-
sek cesty, pak se na to napoji zak B svym kouskem a pokracuje zak C atd., ale ze se
spiSe jedna o bludisté cest, které jednotlivi zaci riizné odhaluji, porovnavaji, zkra-
cuji, az nakonec dojdou k néjakému FeSeni (viz nap¥. proces konstrukce poznatku P4
v tab. 3 a schéma na obr. 10). Proces spole¢né konstrukce poznatku je permanentni
komunikace ztcastnénych zakia. Kazdy z nich pracuje jak na tGrovni individualni, tak
na urovni komunikacni. Formuluje vlastni poznatky, ndzory, domnénky a otéazky, in-
terpretuje (tj. do vlastnich myslenek vklada) podnéty od spoluzdki a reaguje na
né (tj. formuluje mentalni amalgdm, ktery se vytvaii propojenim vlastnich i pfi-
jatych myslenek). Reseni navrzené néjakym zakem pak miize byt napf. vylepseno
Uplné jinym zZakem (napi. ve zminéné konstrukei poznatku P4 dovedly k cili Klarou
navrzené feSeni Nela a Anezka).

Prikladem spole¢né konstrukce poznatki je konstrukce poznatku P4 popsana
v tab. 3. Objevuje se zajimava otazka, zda dokazeme tuto spolecnou konstrukci né-
jak schematizovat. O takové schéma jsme se pro tuto konkrétni konstrukei pokusili
(viz obr. 10). Je v ném naznaceno, jakym zpiisobem se divky® navzajem ovliviio-
valy, co vedlo k dalsi &asti procesu konstrukce apod. Sipky ukazuji, kde asi doslo

9Marcela pouze prihlizi feseni divek.
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Obr. 10

k vzajemnému ovlivnéni a jakym zptsobem (s jakym vysledkem). Ve schématu neni
uveden vliv experimentatorky, protoze ta u prace skupiny v této fazi nebyla, zakyné
pracovaly zcela samostatné.

V ptipadé konstrukce poznatku Zjisteni obsahu ctverce jako souctu obsahu ctyr
trojuhelniki a ctverce uwvnitr se u skupiny 1 nejprve jednalo o individuélni konstrukci
poznatku Nely, kdy ji napadla tato strategie: ,,A jesté bychom tam tfeba mohly vy-
pocitat obsahy téch jednotlivych trojuhelnik a pak toho ¢tverce a pak to secist.”
Nela zacala uvazovat nad vzorcem pro vypocet obsahu trojihelnika a nemohla si
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vzpomenout. Anezka vzorec vyslovila. Klara Nelu upozornila, ze musi ale tu vysku
trojuhelnika znat. Anezka na to zareagovala: ,, Vysku si ani pocitat nemusis, protoze
to je vyska v pravouhlym, Ze jo, to je ta strana.® Klara nesouhlasila s Anezkou:
»Ne, ne. Vyska je vzdycky kolmice k tomuhle tomu.“ (Ukazuje na pieponu.) Pod
vyskou si Klara ziejmé predstavuje dalsi tsecku, ktera je vepsana do trojuhelnika,
ne stranu v pravotihlém trojihelniku. Anezka ji vSak na tuto chybu neupozornila,
nebot z hlediska sledovaného cile se jedna o véc podruznou. Teprve potom doslo ke
spole¢né konstrukci poznatku, kdy Nela prevzala vysvétleni od Anezky a pokraco-
vala ve svém Teseni. O tom, ze vysvétleni Anezky Nela pochopila, svéd¢i i to, ze ho
byla schopna vysvétlit Klare. Ta vsak stale nechapala. I Marcela pochopila, prevzala
tuto myslenku a ujala se vysvétlovani sama. To je ¢asto pozorovany jev: zak, ktery
pravé jistou myslenku pochopil, ma snahu tuto vysvétlit nékomu dalsimu, coz mu
zpravidla umozni hloubéji proniknout do této myslenky. Divky se pozdéji ke zmineé-
nému zpusobu Feseni jesté vratily — Nela a Anezka spolu timto zpiisobem dopocitaly
ulohu. Nela si vyzadala pomoc od Anezky v oznaceni stran trojihelniku v a a.
Podobnym ptipadem, kdy jedna divka prebrala poznatek od jiné, je konstrukce
poznatku Vypocet délky strany mriZoveho ctverce pomoci méreni pravitkem. Zpo-
¢atku se opét jednalo o individualni konstrukci poznatku, kdy Nelu napadl dalsi
zpusob feseni ulohy pomoci méfeni strany pravitkem. Potom se vsak Anezka ujala
psani a dokonéila myslenku Nely (vypocitala obsah S = a - a, kde za a dosadila
zméfenou délku). Jednd se zde tedy o spole¢nou konstrukci poznatku, kdy Anezka

prevzala Gvodni poznatek Nely.
K/. \
- \

~

L

Obr. 11

V feseni tlohy 3 se objevila spolecnd konstrukce poznatku u divek skupiny 3.
Zatimco Jitka popisovala své feSeni v tloze 3a), Bara zacala Fesit tilohu 3c¢) z druhého
listu (viz obr. 11). Po naértnuti miizového ¢tverce ———1 si Bara uvédomila, Ze
aby mohla vypocitat obsah ¢tverce, musi zjistit délku strany ctverce, a to jako délku
prepony pravothlého trojihelniku pomoci Pythagorovy véty. Jitka ji to odsouhlasila
a pokracovala v popisovani Feseni tlohy 3a), kde pravé psala také o vypoctu prepony
vzniklého trojuhelnika pomoci Pythagorovy véty. Z videonahravky je vidét, ze Bara
ve svém TeSeni. Bara potifebovala ke své praci prodiskutovat feseni s Jitkou, jedna
se tedy o spole¢nou konstrukei poznatku (zptisobu feseni tlohy), u Jitky probéhla
spise individualni konstrukce zpiisobu fesSeni.

Na zavér doslo jesté ke spolecné konstrukei poznatku, kdy divky tvrdily, Ze feSeni,
které nalezly, je mozné pouzit vzdycky: Jitka pripojila vysvétleni, ze se to vzdycky
vypocita podle Pythagorovy véty, protoze se tam pokazdé najde pravouhly trojihel-
nik, jehoz pfepona je délka strany ¢tverce (viz obr. 4 v odstavci 4). Jitka dokreslila
do nac¢rtku zbyvajici dva étverce s obsahy a? a b. Bara uvedla, Ze a®+b* = 2, a tedy
a’ + b* = S. Figura na obr. 4 je pro divky generickym modelem, ktery zastupuje
figury nad libovolnym mfiZovym pravouhlym trojihelnikem.

Zéavérem uvedme, Ze z hlediska dimenze spoluprace zak miZzeme spole¢nou kon-
strukci poznatkt rozdélit na interakci, pii které je spoluprdce
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e zamérna — zaci cilené diskutuji o daném problému, nabizeji ostatnim své mys-
lenky ke kritické reflexi a aktivné naslouchaji ostatnim,

e nezamérna — jde napr. o pripad, kdy zak uvazuje nahlas spise proto, aby si
problematiku sdm pro sebe ujasnil, avsak jeho poznamka inspiruje feSeni jiného
zéka.

Prvni typ spoluprace je samoziejmé ve vyukovém procesu zadouci, ovsem i v nasich
experimentech se ukazalo, ze neni jednoduché takové interakce dosahnout. Na to
mohla mit vliv jednak urcitd pedagogicka nezkusenost experimentatorky, ale také
to mohly ovlivnit nékteré osobnostni rysy zakid. Napft. zak upfednostiiuje piejimani
hotovych poznatki (je to ,jednodussi“ a navic s touto poznavaci meta-strategii mél
dosud tspéch), nevénuje tedy energii naslouchani ostatnim, ani se nesnazi pochopit
jejich uvahy. Zde bychom viibec nemluvili o konstrukci poznatku, ale o jeho pamé-
tovém uchopeni. V nasich experimentech (Ulrychova, 2011) se navic projevila ten-
dence zkoumanych zakid osmiletych gymnéazii prosazovat svoje feseni a mala ochota
naslouchat tvaham jinych. Je jasné, ze ucit zaky naslouchat svym spoluzdktim patti
k dilezitym slozkdm prace ucitele. K tomu slouzi ¢innosti, pti kterych ma zak napi.
vysvétlit svou strategii spoluzakovi tak, aby ji ten byl schopen s pochopenim vysvét-
lit nékomu dalsimu, nebo pokud ucitel vyzyva zaky, aby sami posoudili spravnost
feSeni svych spoluzakt, hledali v ném chyby apod.

Procesem konstrukce poznatkii v kontextu malych skupin nebo skolni t¥idy se
zabyva zejména ve svétové literature fada autori. V dalsim oddile se podivame
na vysledky tii vyzkumi z hlediska typt konstrukci, které jsou popsany v tomto
¢lanku. o

7 KONSTRUKCE POZNATKU U VYBRANYCH AUTORU

H. Steinbring (2005) hovoii o tzv. interaktivni konstrukci poznatku (interactively-
created knowledge“). Tu sice pfesné nevymezuje, ale z konkrétnich ptikladi, které
uvadi, se zda, ze se jedna o takovou konstrukci, kterou jsme nazvali spolecnou.
Do interaktivni konstrukce zahrnuje H. Steinbring i ucitele. Také spole¢na konstrukce
poznatkl se uskutecnuje mezi zaky a ucitelem s tim, ze charakter zapojeni ucitele
je dimenzi této vlastnosti.

H. Steinbring (2005, s. 79) zminuje dalsi dulezitou dimenzi procesu interaktivni
konstrukce poznatkt (tzv. kiehkost — ,fragility*) a dotyka se téz problematiky vy-
uky:

Interaktivni konstrukce poznatku je ,kiehky“ proces v tom smyslu, ze
jeho tspéch nemuze byt vynucen ¢i zarucen. Jako jakykoli kreativni,
konstruktivni ¢in, je tvorba nové znalosti podminéna neustalym usilim
vytvofit néco, co dosud nebylo zndmo a v této podobé neexistovalo.
Ale da se predpokladat, ze lze zajistit, aby vyuka konstrukce poznatku
systematicky tidila a ispésné organizovala, spise nez aby slo o volny
tvirci pocin. Ve skutecnosti je mozné, stejné jako nezbytné, podpotit
proces vyucovani a uceni se novym matematickym poznatkiim takovym
zptsobem, ze uspéch je pravdépodobny a ne zcela nahodily. Jednim ze
zpusobi, jak takovy proces konstrukce tidit, je prostfednictvim vybéru
vhodnych tloh.

107 minéni autofi uvadéji ve svych pracich fadu piikladf konstrukei poznatki zaky, jez zde z pro-
storovych divoda uvadét nebudeme.
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Dalsi tematicky blizky vyzkum je prace (Hershkowitz, Hadas, 2007), v niz se hovori
o konstrukci sdilengch poznatki (,shared knowledge“). Jde o poznatky, které si
prostfednictvim spoleéné interakce vytvareji ¢lenové urcité skupiny (od nékolika
zékt az po celou t¥idu). Sdilenym poznatkem pak nazyvaji takovy poznatek, ktery
je skupiné spolecny a ktery jim umoznuje spolec¢né konstruovat dalsi poznatky v dané
oblasti. Ve zminéném vyzkumu se vSak nehovofi o individualni konstrukeci poznatki.

Konecné B. Jaworski (1994) mluvi o nezdvislém kognitivnim zpracovdni (inde-
pendent cognitive processing®) v pfipadé, kdy zak pfijde na néjaky poznatek sam,
bez pomoci ucitele (i kdyZz na zakladé né&jakého podnétu — napf. tlohy nebo po-
znémky, kterd zéka navedla na souvislosti). Na druhou stranu pak stavi intersubjek-
tivni znalost (,intersubjective knowledge®), coZ je znalost, k niz dochéazi na zékladé
»vyjednavani“ (,negotiation“) mezi zaky. Bohuzel autorka oba konstrukty blize ne-
popisuje, neni tedy mozné zjistit, zda jde o rozliSeni podobné tomu, které zde
uvadime.

8 ZAVER
Zéavérem uvedeme nékolik obecnéjsich poznamek.

Dtlezitym parametrem relativné individualni konstrukce poznatkd jsou nepo-
chybné rysy osobnosti zaka. Zak musi byt ochoten se problémem zabyvat, k ¢emuz
by mél byt ucitelem systematicky veden a motivovan. Mél by mit také dostate¢nou
miru sebevédomi v matematice, aby mohl pracovat autonomné. Na druhou stranu
se nekolikrat v nasich experimentech projevilo, ze néktefi zaci odmitali napf. pomoc
prostfednictvim obrazku, jakoby nechtéli do situace proniknout, ale stacil by jim na-
vod, jak postupovat. Druha z autorek ve své vyuce vypozorovala, ze se vétsinou jed-
nalo o zaky, které objevovani moc nebavi, kteri se neradi zabyvaji problémy a spise
¢ekaji, ze vSe objevi nékdo jiny a oni prevezmou vysledek. Je mozné, ze u téchto
zéku prevlada povrchovy piistup k uceni (Mares, 1998, s. 38) a spiSe dévaji prednost
pamétovému zéznamu vzorcl. Na to mohly mit vliv jejich osobnostni charakteris-
tiky, zcela jisté téz jejich predchozi zkusenost s vyukou matematiky a tispésnost pii
feSeni matematickych tloh. Je mozné, ze ziskali dojem, Ze na ispéch v matematice
staci znalosti reproduktivniho a imitativniho charakteru. U takovych zakt se mtize
pii konstruktivisticky vedené vyuce objevit dokonce pocit ohrozeni, jak uvadi ve
svych zavérech i J. Hanusova (2007) a N. Stehlikova (2004c). V experimentech uve-
denych v (Ulrychova, 2011) jsme vSak tento pocit u zék nepozorovali, coz bylo snad
déno i tim, ze je druha z autorek, ucitelka matematiky, ve své vijuce systematicky
vedla k experimentovani a praci s chybou. Navic $lo o zaky osmiletého gymnézia,
které matematika zpravidla bavila. Otazka osobnostnich charakteristik zakt, které
bud podporuji ¢i na druhé strané do jisté miry zabrariuji konstruktivisticky vedené
vyuce, stejné tak jako otazka vlivu zakovych predchozich zkusenosti s vyukou mate-
matiky (napf. Pesek, Kirshner, 2000), patii mezi ty dilezité pro vyzkum v didaktice
matematiky.

Jako zajimava se jevi i otazka, jaky typ interakce pravdépodobné vedl ke spole¢né
konstrukei (to zkoumé napt. prace Hershkowitz, Hadas, 2007). V predloZeném vy-
zkumu se ukazalo, ze rozhodujici byly néasledujici aspekty komunikace mezi zaky: vy-
zadani pomoci v FeSeni tlohy, potfeba ujisténi polozenim otazky, pfijeti/privlastnéni
si vysvétleni spoluzacky, prosebny pohled na spoluzacku, zadost o preformulaci otaz-
kou. V pribéhu experimentu se vyskytla také takova komunikace, kdy zak fekl néco
nahlas ne proto, aby to fekl ostatnim, ale aby si to sdm ujasnil. To samoziejmé
mohlo ostatni ve skupiné inspirovat pro vlastni praci. Systematicky jsme vsak tento
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aspekt konstrukce poznatkt nestudovali. Podobné jsme nevénovali pozornost otazce
vlivu slozeni skupiny na konstrukci poznatki. Tato problematika ztistava oteviena
pro dalsi zkoumani.

U obou typt konstrukei hral v nasich experimentech podstatnou roli ucitel, a sice
vybérem tloh a pfipadnym sméfovanim pozornosti zaka k uréitym jevim (napf. na-
povédami). Tedy v obou piipadech mizeme mluvit o charakteru Fizenosti/ovlivnéni
konstrukce poznatku ucitelem (pfipadné jinou tfeti osobou), pfi¢emz nevylu¢ujeme
ani takovy ptipad, kdy ucitel nemé na konstrukci poznatku vliv zadny, a to ani pro-
stfednictvim tlohy (Zék si napt. ilohu formuluje sdm, nebo si zkonstruuje poznatek,
ktery zdanlivé s danou tilohou vitbec nesouvisi — dulezité je zde slovo zdénlivé, nebot
to, zda se jedna o individualni konstrukci, dokdZeme rozhodnout jen z viditelnych
projevil zdka a z toho, co sam Tekne; ¢asto vSak zak neni schopen své myslenkové
pochody néjak smysluplné zformulovat). Z vySe uvedeného plyne, Ze hranice mezi
(relativné) individudlni a spole¢nou konstrukei poznatku je neostrd a z pohledu
vnéjsiho pozorovatele zpravidla tézko zjistitelna.

Zavérem muzeme konstatovat, Ze i kdyz jsou zavéry, k nimz jsme dospéli, do jisté
miry obecnéji platné, musime si byt védomi omezeni predlozeného vyzkumu, ktery
byl limitovan poctem zkoumanych zak i sifi tematiky. Uz z podstaty zkoumaného
problému je jasné, Ze se musi jednat o vyzkum kvalitativni, jehoz cilem je poznévat,
co se ziejmé déje v mysli zakt pii feSeni matematickych tloh. OvSem vyzkumnik
nedokaze pii nejlepsi viili zrekonstruovat tyto procesy vérné, ale jen s vétsi ¢i mensi
davkou pravdépodobnosti, a to na zakladé pozorovatelnych projevii zakt. V nasem
pripadé to bylo na zakladé toho, co zaci fekli, napsali, nakreslili, jaka zvolili slova,
jaké nejazykové prostiedky pouzili pti vysvétlovani apod.

Clanek byl vytvofen v ramci vyzkumného zédméru MSM 0021620862 Ucitelskd
profese v meénicich se poZadavcich na vzdéldvani.
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